0C BOYUTLU AGLARDA GOVEN ELIPSQIDLERI

Veysel ATASOY

UZET

Bu caligmada, ii¢ boyutlu jeodezi kavrami igersinde, li¢ boyutlu dengeleme
sonucunda agin tamamina ve noktalara gdre tanimlanan giiven dlcilitleri kisaca
agiklanmakta ve daha sonra alti noktali bir test afinda gergeklegtirilen sa-

yisal uygulama sonuglari verilmektedir.

GIRIS

Bir ag dengelemesi probleminin ¢dzimii igin kurulan fonksiyonel ve sto-
kastik modeller, fiziksel ve geometrik iligkilerin tiimiinii kapsamali ve 8lgli-
lerin stokastik Szelliklerini de tam olarak yansitabilmelidir. Glinkli denge-
leme iglemi sonucunda hesaplanan biiytikliklerin duyarliklari, kurulan model
gegerii ise gergefe uygundurlar (OZTURK, 1982). Bu nedenle kurulan stokastik

ve fonksiyonel modeller denetlenir ve varsa model hatalari giderilirler.

tic boyutlu anlamda agin dengelenmesi uzun hesaplari gerektirdiginden zo-
runlu olarak bilgisayarlardan yararlanilmaktadir, Programlama teknifine da-
ha uygun olmasi nedeniyle de dolayli &lgiiler dengelemesi tercih edilmektedir.
En kiigiik kareler metoduna gbére dolayli Slglilerle yapilacak dengeléme iglemi-

nin matematik modeli
v=Ax-1 ; P (1)

seklinde kurulmaktadir. Burada v: dlgililere getirilecek diizeltmeleri, x: ko-
num bilgilerine ve segilen diger bilinmeyenlere getirilecek diizeltmeleri,
-1: sabitleri ve P: gdzlemlerin duyarliklarini géstermektedir. A katsayilar
matrisinin hesabi (WOLF, 1975), (RAPP, 1975), (FUBARA, 1972), (ATASOY, 1986)
vb. de ayrintili olarak verilmektedir. (1) egitligindeki modelle, &lgiilere
getirilecek diizeltmelerin genellegtirilmig en kiiglik kareler ilkesine uygun
olarak belirlenmesini saglayan Gauss-Markow modeline iligkin normal denklem-

ler

ATpAx - ATP1 = 0 (2)
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gseklinde kurulmaktadir, Bu denklemlerin ¢@ziimi ile bulunacak bilinmeyenler

= a"en)” aTp1 (3
olarak elde edilirler, (3) egitliginde bilenmeyenlerin agirlik katsayilari

ters matrisi ‘
Q= (a"ea)” o | (%)
XX i ‘
olarak yazilirken, normal denklemlerden bu matrisin tersi, dayali af denge-

lemesinde (ATPA)- (Cayley tersi ile), serbest ag dengelemesinde (ATPA)
(Pseudo tersi ile) geklinde elde edilmektedir.

Dengeleme sonucunda bulunacak birim agirlikli Slgiiniin ortalama hatasinin

soncul degeri,
m = (vev/0° (5)

seklinde hesaplanmaktadir, f = (n-ut+d) agin toplam serbestlik derecesini
gostermektedir. Burada n: agdaki gdzlemlerin toplam sayisini, u: bilinmeyen-
leriﬁ toplam sayisini, d: agin dig serbestlik derecesini gdstermektedir. Ag-
da tiim noktalarin koordinatlari degigken aliniyorsa egik uzunluk, diigey ‘agi
ve yatay dogrultu gdzlemleri kullanildiginda d=6, ayni 6lgii kiimesi iginde
egik uzunluklar yoksa d=7 (ii¢ Stelenme + ii¢ doniikliik + 51lcek) olmaktadir,

B111nmeyen1ere ait varyans-kovaryans matrisi de

K =mn’q_ ' ' ' (6)
XX o XX v _

geklinde elde edilmektedir,

0C BOYUTLU AGLARDA GOVEN ULCUTLERI

Jeodezik aglarin duyarllklarl ve guven olgutlerl ile ilgili kavramlar

iki ana ba§11k altinda incelenirler,

1. Agin Tamamina t1iskin UlcUt1er':

Bir jeodezil agin giivenilir olabilmesi igin dengeleme sirasinda kaba
ve sistematik 8lg¢li hatalarinin belirlenebilmesi, tanimlanan duyarlik ve gii-
ven lgiitleri ile agin tamamina veya biiylik bir b&liimiine egemen olan model
hatalarinin belirlenmesi amaglanir, Genelde, bu &lgiitlerle fonksiyonel model

hatalari denetlenir.

Agdaki noktalarin konum duyarliklarinin kareleri toplami agin tamami igin
bir giiven 8lgiitiidiir. p: agdaki nokta sayisini gdstermek lizere

P P
'El (mi + m2 + mi ) =% m2 = iz { Kxx }
1= i Yi i i=1 pi

(7N
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veya (6) egitligi ile
iz { Q } = min (8)
XX «

geklinde yazilabilen, koordinat bilinmeyenlerinin agirlik katsayilar ters
matrisi Q. in ana kdsegen terimleri toplami dengeleme iglemi i¢in bir gii-
ven dlgiitiidiir. (8) esitliginin saglanabilmesi icin Qxx matrisine ait A
dzdegerleri yardimi ile

Xm = max ( kl ’ AZ s sess s Au ) €))
degerinin minimum olmasi gerekmektedir, Ortalama konum duyarlifi, agin ta-

mamina ait bir 8lgiittiir,

lmi + mi + mi |
m2 - 1 1 1 (10)
% 3p

ile bulunacak ortalama konum hatasi

_ . 0.5
mp =m (iz { Qxx } /3p ) (11)

seklindedir. (11) egitligindeki QXX matrisi dayali ag dengelemesi sonucunda
bulunuyorsa mp agin dig konum hatasi veya serbest ag dengelemesi sonucunda
bulunuyorsa mp agin i¢ konum hatasi olarak degerlendirilmektedir (OZTURK,
1982). Diger taraftan, serbest ay dengelemesinde (9) egitligindeki d adet

bzdegerin si1fir yada sifira g¢ok yakin degerler olacagi unutulmamalidir,

2. Noktalara Gore Belirlenen Ulgiitler :

Jeodezik aglarda duyarlik ve giiven 8lgilitleri genellikle noktalara gdre
tanimlanmiglardir., Bu Slgilitler ayrica noktalarin duyarliklari konusunda

degerlendirme yapilmasinda da kullanilmaktadirlar,

Ag dengelemesi sonucunda hesaplanan Qxx matrisinden bir Pi noktasina

karsilik gelen elemanlardan olugturulan Qii altmatrisi H

9xx qu %z
Ui T |%yx Yy yz (2
9% qzy gz |i
yardimiyla,
iz {K..} = m2 iz {Q..} = m® (q__ +q_ +q.); (13)
ii o tii 0 %X vy zz’1

24



veya

0.5 _ m = (mx +m o+ mi )0'5
Pi i Yy i

m, (iz {Q;;H (14)
Helmert Ortalama Konum Hatasi bagintisindan hesaplanan hata hiperelipsoidi
ve giiven hiperelipsoidi de bir giiven &lciitiidiir, Diger taraftan hata ve giiven
hiperelipsoidleri, nokta duyarliklari konusunda sdzii edilen diger 8lgiitler-
den daha fazla bilgi tasirlar ve calisilan koordinat sisteminin ddnmesinden

ve Gtelenmesinden bagimsizdirlar,

Qxx matrisinden Pi noktasiha ait .ﬁ 6zdegerleri biiyiikten kiiglige dogru

dizildiklerinde hata hiperelipsoidlerinin yarieksen uzunluklari

a=m VA
o 1

b=m /A (15)
[o) 2

c=m VX
o 3

geklinde bulunur (WOLF, 1968 ; 1975). Bu yarieksenlerin dogrultulari, dogrul-

tu kosiniisleri yardimiyla,

a = arcos (M/W)
= arcos (N/W) (16)
Y = arcos (T/W)

olarak koordinat sistemine gdre sirasiyla x, y ve z eksenlerinden olan do-

niiklikleri g&stermektedir (Sekil-1),

=y

Sekil-1 : Ug boyutlu giiven elipsoidinin elemanlari.

25



(16) esitliginde gegen katsayilar

M= qxz(q =¥ )—ququ

N=gq(q . )-q q
XV X2
yz. y (17)
_ 2
T = qu( X% J)(q )
W= (M2+N2+T2)0 3

geklinde elde edilmektedir. (15) esitligi ile hesaplanan yarieksen uzunluk-

lari ayni zamanda noktalarin ortalama konum hatalari ig¢in de kullanilirlar,

n = (aPapiechH) | | (18)
Pi

ile (14) egitliginde verilen Helmert Ortalama Konum Hatasi elde edilir (WOLF,
1975).

Noktanin,(18) egitligi ile hesaplanan bir hata hiperelipsoidinin iginde

kalma olasilifi ortalama 0.38 dir. Bu oran en iyimser tahminle b11e 0.68 i
»;gegmemektedlr. Bu nedenle giiven olgutu olarak hata h1pere11p801d1er1 yerine,
olasilik degeri serbestge segilebilen giiven h1pere11p501d1er1 kullanilmaktadir,
Giiven hiperelipsoidlerinin yariecksenleri (15) egitligi ile verilen yarieksen-
lerin

0.5

F, = OFy ;1) _ | B (19)

ilebgarp11m331y1a bulunur, F : o yanilma olasiligi, 3 ve f serbestlik

3,f,1-a
dereceleri ile F-Fisher dagilim cizelgesinden alinmaktadir.

Serbest ap dengelemesi sonucunda d adet 6zdegerin sifir ya da sifira gok
yakin degerler olacagindan (15) egitligi ile bulunacak d tane yarieksen he-
saplanamayacaktir. Bu gergekte olmayan dairesel véya gizgisel 6zellikli hi-
perelipsoidleri olugtururlar. Bu nedenle serbest ég}dengelemesi giindeme gel-

diginde daha dikkatli davranilmasi gerektigi unutulmamalidir.

SAYISAL UYGULAMA

Yukarida kisaca agiklanan giiven Bigﬁtleri}ilé ilgili olarak, ikisi sabit
alt1 noktali bir test aginda gergeklegtirilen sayisal uygulamanin sonuglari
agagida kisaca verilmektedir, Sekil-2"'de verilen bu agdaki gbzlem sayisi, 29

yatay dogrultu, 26 diigey agi ve 12kegik uzaklik olmak iizere toplam 67 dir.
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® : Dengelemede sabit alinan noktalar,
O : Dengeleme ve giiven elipsleri hesaplanan noktalar,

: Olglilen yatay dogrultular,

or—
oe— : Qlgiilen diigey agilar,
o——

: Olgiilen egik uzunluklar,
Sekil-2 : Sayisal uygulamanin gergeklegtirildigi agin geometrik gekli ve
6lgme plani.

7 yéneltme bilinmeyeni ve 12 koordinat bilinmeyeni ile toplam bilinmeyen sa-
yisinin 19 oldugu bu agda iki noktanin sabit alinmasi sonucunda d=0 olur.
Toplam serbestlik derecesi f=48 olan bu . afin x, y, z yerel dikkoordinat sis-
temi esas alinarak yapilan dengeleme iglemi tamamlandiktan soﬁra diizeltme-

lerden hesaplanan birim 8lgiiniin ortalama hatasinin soncul degeri.
m_ = * 4,505°¢
o

dir, Model hipotezinin gegerli oldufu bu dengeleme iglemi sonucunda nokta-
lara ait konum duyarliklari ve her bir nokta igin hesaplanan Gzdegerler Tablo-

1'de verilmektedir. (9) egitligine gbre hesaplanan
A =1,100
m N
dir. (11) egitligine gdre hesaplanan agin ortalama dig konum hatasi da
m_ =+ 2,217 cm
p
olarak bulunmugtur,

Noktalara gére (15), (16) ve (19) egitlikleri ile hesaplanan hata ve gii~

ven hiperelipsoidlerinin elemanlari Tablo-2'de Szetlenmigtir., Hesaplanan bu
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Nokta m_ | m m |.m Biiyiikten kiiciige dogru dizilmig Szde-

No. X1 Yi| Z%i| Pi| gerler ( A., j=1,2,3)

i (cm) [ (cm) | (cm) | (cm) J

1 2.40(2,25(3.18(4.58 0,728 ; 0,692 ; 0,598

2 2.51[1,99]3.04 4,42 0.665 ; 0.616 3 0,433

3 2.81(2.89/3.25(5.18 1.100 ; 0.951 ; 0.919

4 2.23|2.11|3.13|4.38 0.640 ; 0,583 3 0.501
Ortalama| 2.49|2,31| 3,15

Tablo-1 : Noktalarin ortalama hatalari ve koordinat bilinmeyenleri
kofaktdrler matrisinden Jakobi iterasyon ydntemiyle hesap-
lanan Szdegerleri.

giiven hiperelipsoidleri her nokta igin Sekil-1'deki gibi g¢izildiklerinde,

yorumlari kisaca gdyledir,

Konum duyarligi ydniinden en kdtii durumda olan 3 no.lu noktadir, Bu nok-
taya ait giiven elipsoidi incelendiginde, z ve y yOniinde zayifllklar gbzlen—
mekte, iyilegtirme iglemleri bu eksenlere gdre planlanmalldlr. Diger nokta-
larin konum duyarliklari ile hata ve giiven hiperelipsoidleri yaklagik homo-

jen ve izotrop bir yapida olduklari gdriilmektedir,

Nokta| Yarieksen Uzunluklari Eksen Doniikliikkleri

No. IMyata (cm) | Giiven (cm) | a(grad) | B(grad) |y(grad)
2.39 7.07 96,8883 | 105,5155| 6.3365
1 2,16 6.39 79.8958 | 130.9716 | 37.9388
‘ 1.61 4,78 97.6580 | 103.3386 [195.9209
1.99 5.90 92,8209 | 134,4757 | 34.3814
2 1.71 5.06 99,0703 | 105,7700 {194,1551
0.85 2.51 99,8083 | 101,7160 [198.2735
5.45 16.15 100.0634 | 99.8084(199.7973
3 4,07 12.06 100.1336 | 99,5096 |199.4930
3.81 11.27 100.1577 | 99.3444 [199,3264
1.85 5.47 97.7711 | 100.1553 |197.7659
4 1.53 4,53 98,6954 | 99.9609 [198.6949
1.13 3.35 99.0728 | 99.9425 [199.0710

Tablo-2 : Noktalara gdre hesaplanan hata ve giiven hiperelipsoid-
lerinin yarieksen uzunluklari ve dikkoordinat sistemine
gbre ddniikliikleri,
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Ayni1 agin serbest dengelenmesi sonucunda bulunan degerler, dogal olarak
burada verilenlerden daha kiigiik olmalarina ragmen 3 no.lu nokta yine ayni
6zellikleri yansitmaktadir, Ancak 3 ile 6 no,lu noktalar arasinda diigey agi
ve egik uzunluk &lglilerinin gergeklegtirilmesi halinde s&zkonusu ddrt nokta

ayni 8zellikleri gdstermektedir.

SONUC

U¢ boyutlu jeodezi kavrami igersinde, tiim jeodezi iglemlerinin iskeleti
say1lan nirengi aglarinin {i¢ boyutlu olarak kurulmasi, &lglilmesi ve hesap-
lanmasini gerektirmektedir, S&zkonusu bu aglarin yukarida kisaca agiklanan
6lgiitlerle kontrol edilerek fonksiyonel ve stokastik modellerinin gergege
ne kadar uygun olduklarinin gdriilmesi agisindan yararlidir. BSylece uzun
bir iglem dizisinden sonra ortaya g¢ikacak konum bilgilerine ne kadar giiveni-
lecegi, daha giivenilir sonuglara ulagmak igin agda zayif kalan yer ve bdl-

gelerin neler oldugu sorularina rahatlikla kargilik bulunabilmektedir.
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