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OZET

Ters-¢co6zim kuraminda ¢6zime karsilik gelen yanilgi enerjisi degeri, 6n-kestirim
parametrelerinden ¢ézim civarinda Taylor acilimi ile kestirilebilir. Béylece, yanilgi
enerjisi Hessian dizeyi ve gradyen ydneyi ile temsil edilebilir. Kare ve simetrik
Hessian dizeyi yanilgl enerjisinin én-kestirim parametrelerine gére ikinci, gradyen
ybneyi ise birinci tlrevlerini kapsar. Hessian ve gradyen sirasi ile egrisellik ve egim
bilgilerini temsil ederler. Parametre kestirim problemlerinde, Hessian ve gradyen

model yaniti cinsinden tanimlanmalidir. Hessian A’ A ve Q dizeylerinin toplamlari ile
verilir. A dizeyinin sutunlari 6én-kestirim parametrelerine gére model yanitin tirevlerini
kapsar ve Jacobian dizeyi olarak adlandirilir. Q dizeyi ise dn-kestirim parametrelerine
gbére model yanitin ikinci tUrevlerini kapsar ve dogrusal problemler icin sifirdir.
Gradyen yo6neyi ise Jacobian dizeyinin déntgu ile veri farklari dizeyinin ¢carpimina
esittir. Parametre dizeltme yoneyi ise Hessian dizeyinin tersi ile gradyen dizeyinin
carpimindan elde edilebilir. Bu islem Newton ters-¢c6zim ydntemi olarak adlandirilir
ve birkag yineleme ile ¢6zime ulagmayi amaglar. Ancak, én-kestirim ¢éziime oldukga
yakinsa ve problemi ¢ézim civarinda dogrusallastirmakta ise yakinsama elde etmek
olanaklidir. Diger durumlarda, algoritmanin durayliligini saglamak amaci ile Hessian
veya sadece Q igin bir yaklagsimda bulunmak gerekebilir. Bu makale Hessian dizeyi
icin yapilan yaklagimlar 1s1ginda c¢esitli tirev tabanl parametre kestirim yéntemlerini
tartismaktadir.

Anahtar Kelime: Newton, En-dik inig, Eslenik Gradyen, Gauss-Newton ve Sénimli
En-kicik Kareler Ters-¢6zum Yontemleri, Tikhonov Dizginlestiricisi.

ABSTRACT

In the inversion theory, an estimate for the error energy that corresponds to the
solution of the problem can be made by a Taylor expansion for an initial parameter
set in the neighbourhood of the solution. This provides the representation of the error
energy in terms of Hessian matrix and the gradient vector. The square and symmetric
Hessian matrix contains the second derivatives while the gradient vector consists of
the derivatives of the error energy with respect to initial guess parameters. The
Hessian and gradient matrices represent the curvature and gradient information,
respectively. In the parameter estimation problems the Hessian and gradient
matrices should be defined in terms of the theoretical model responses. The Hessian

can be given by the sum of A"A and Q matrices. A is a matrix whose columns
contains the derivative of model response with respect to initial guess parameters
and is referred to as the Jacobian matrix. Q consists of the second derivatives of the
model responses with respect to the initial guess parameters and becomes equal to



zero for the linear problems. The gradient vector equals to the multiplication of
transpose of the Jacobian by the data differences vector. Then the parameter
correction vector is calculated by the multiplication of the inverse of Hessian matrix
with the gradient vector. This process is referred as the Newton inversion method. It
requires a few numbers of iterations to reach the minimum of the error energy
function. However, this is only possible if the initial guess is close to the solution and
provides a linearized problem around the minimum of the error energy. For other
cases, an approximation for the Hessian or only for Q is made to obtain stable
inversion steps. This paper discusses a variety of derivative based parameter
estimation methods in view of approximations made for the representation of Hessian
matrix.

Key Words: Newton, Steepest-descent, Conjugate gradient, Gauss-Newton and
Damped least-squares inversion methods, Tikhonov Stabilizer.

1. TERS-GOZUM iSLEMININ TANIMI

Go6zlem veya deneylerin amaci bir sistem veya strecin 6zelliklerini tanimlamaktir.
Sistem veya sulrecin 6zellikleri bir matematik model ile betimlenmeye calisilir. Bu
matematik modeli tanimlayan bagintida kullanilan ve sistemin yapisini belirleyen
sabitler ‘parametre’ ve bunlarin siniflandiriilmasi, anlamlandiriimasi ve sayilarinin
saptanmasi ‘parametrelestirme’ olarak adlandirilir. Parametreler dogrudan o6lgulebilen
buyuklikler degildir. Olgulebilen baska buyikliklerden, hesap yolu ile saptanmaya
calisilir. Ornegin, bir depremin odak derinligi dogrudan &lgulebilir bir buyuklik
degildir. Ancak, cesitli kayit istasyonlarinda 6lgiimis deprem verisinden
hesaplanabilir. Yerbilimlerinde parametrelestirme, yeraltinin sonlu sayida birime
bélinmesi ile gergeklestirilir. Bu birimlerin geometrisini ve fiziksel &zelliklerini
betimleyen iki tir parametre vardir. Farkli her jeolojik birimin yeraltindaki konum ve
bicimini tanimlayan kalinlik, genislik gibi uzaysal degiskenler geometrik parametreleri
olusturur. Fiziksel parametreler ise 6lgulen alanin degisimine neden olan yogunluk,
6zdirenc gibi 6zelliklerdir.

Veri ve parametreleri birbirine baglayan matematik baginti ‘diz ¢é6zim (forward
solution)’ olarak adlandirihr ve modelin belirli bir fiziksel durumu igin deneysel
g6zlemleri betimleyerek, veri ve parametreler arasindaki iliskiyi verir. ‘Kuramsal veri’
veya ‘model yaniti (model response)’, parametrelere atanan bazi sayisal degerler
yardimi ile gesitli degisken degerleri icin diiz ¢6zimden hesaplanan sayisal veridir ve
parametreler ile degiskenlerin bir fonksiyonudur.

Veri ve parametreler arasinda dizey (matrix) denklemleri ile ifade edilebilen bir
iligki yok ise parametreler dogrudan c¢oézilemezler. Bu durumda, parametrelerin
hesabi igin dolayli bir yol izlenir. Onceden belirlenen bir 6lgiit cergevesinde, 6lgiilen
veri ile gakisma saglayan bir kuramsal veri kimesi bulunmaya calisilir. Cakisma
saglayan kuramsal verinin hesaplanmasinda kullanilan parametrelerin problemin bir
¢cdzimii oldugu dusiindlir. Olgiilen veriye gakisan kuramsal veri kimesinin aranmasi
islemi ise ‘parametre kestirimi (parameter estimation)’ veya ‘ters-¢6zim (inversion)’
olarak adlandirilir.



2. TERS-COZUM iSLEMININ YURUTULMESI

Ters-¢c6zim islemi, parametrelerinin sayisal degerleri i¢in bir 6n-kestirim degerinin
yorumcu tarafindan saglanmasi ile baglar. Bu 6n-kestirime karsilik gelen kuramsal
veri hesaplanarak, élcllen veri ile karsilastirlir. Eger yeterli cakisma elde edilememis
ise Olcllen ve kuramsal veri arasindaki farklari azaltmak icin parametreler yenilenir
ve islem ‘durdurma Olgutlerinin’ saglanmasina kadar devam eder (Sekil 1). Ters-
¢6zim isleminin amaci, Olglilen ve kuramsal veri kUmelerinin c¢akismalarinin
saglanmasidir ve bu islem ‘cakismazligin (misfit) enkugiklenmesi ile denetlenir.
Cakismazlik veya diger adi ile ‘yanilgi enerjisi (error energy), dediskenin her
degerinde veri farklarinin mutlak degerinin herhangi bir dereceden kuvvetini
hesaplamak ve bunlari toplamak ile elde edilebilir:

E(p)= |00, ~f(x:p)f = Yol (1

Burada; n; veri sayisi, p; parametreler, d;; 6lgu ve x;; degisken degerleri, f(xl.;p)
kuramsal veridir. e;; i inci yatay eksen degerindeki OGlgllen ve kuramsal veri

arasindaki fark e; =d;-f(x;;p) ve L bir tam sayidir ve bir problemin ¢6zimu

sirasinda sabit olarak alinmalidir. Cunk0 sabit bir L de@eri icin cakisma 6I¢itl sadece
parametre degerlerine bagimli ve dolayisi ile sadece parametrelerin bir fonksiyonu
olacaktir. En yaygin kullanilan L degeri ikidir ve bu durumda yéntem en-kiguk kareler
adini alir. Parametre degerleri, gercege ne kadar yakin ise yanilgi enerjisi de o kadar
kGiguk olacagindan, ters-¢6zum iglemi de yanilgi enerjisi fonksiyonunu enkugikleyen
parametre kimesinin bulunmasina indirgenmis olur (Basokur, 2002).

Model % Diiz Géziim r—> Kuramsal Veri —T—{ Olgiilen Veri

A
fiziksel ve matvematik
geometrik baginti
parametreler

iki veri kiimesini
karsilasgtir

parametre (6n-kestirim) model parametrelerini
ve degiskenin degerleri degistir

durdurma olgiitleri
saglandi mi?

sonuglarn yaz

Sekil 1. Ters-¢c6zim igleminin yalinlagtiriimis akig semasi.



3. NEWTON TERS-GOZUM YONTEMI

Parametreler bilinmediginden (1) bagintisi ile verilen E(p) enerji yanilgisinin
degerinin de bilinmesi olanakli degildir. Ancak, ©n-kestirim parametrelerinden

hesaplanabilen E(p°) degerinden yararlanilarak, ¢ézim parametrelerine karsilik

gelen E(p) degerleri kestirilebilir. Sekil 2 de, iki parametreli bir problem icin yatay ve
dusey eksenler sirasi ile birinci ve ikinci parametreyi géstermek Uzere, herhangi bir
parametre ciftine karsilik gelen yanilgi enerjisi degerlerinden es enerji gizgileri
cizilerek elde edilen harita géranttlenmigtir. Bu harita anlatim amaci ile hesaplanmis
ve goérunttlenmis olup, parametre kestirim probleminde énceden bilinemez. Cézim
parametreleri en kiguk yanilgi enerjisi Ureteceginden, E(p) noktasi yanilgi enerjisi
haritasinin  minimumundadir. Newton ters-cézim yénteminin amaci, E(p°)

noktasindan ¢6zim parametrelerine karsilik gelen E(p) minimumuna tek adimda
ulasmaktir. E(p) degeri, ©6n-kestirim parametrelerinin ¢6zim parametrelerine yakin
oldugu varsayimi ile E(p°) degerinden Taylor acilimi ile elde edilebilir. Bu varsayim,
dogrusal olmayan problemlerin, ¢ézim civarinda dogrusal davranig gdstermesi
durumunda gecerlidir. Uclinci ve daha yilksek dereceli tirevler ihmal edilir ise
izleyen acilim yazilabilir:

o mE(p° o 1 O°E(p° 0 0
Ep)=E(p")+ 2 al(oq )(pj'pf)+§;;—5p9(@pg)(pf'pf)(pk-pk) @)

Dizeyler ve ybneyler (vectors) kalin harfler ile gbsterilmek tzere, m adet parametre
icin izleyen tanim ile

OE(p°)/ op?
0 0
OE(p°)/ 0%, )

(2) bagintisinin sag yanindaki ikinci toplam,

[(APT )1xm7mx1 ]1x1 = i 0 (pj - pj)) (4)

olarak yazilabilir ve sonug bir adet sayisal deger Uretir. Burada, y, yanilgi enerjisinin
parametrelere gore kismi turevlerini ve dolayisi egim bilgisini kapsar. Ap, ¢6zim

parametreleri ile 6n-kestirim parametreleri arasindaki farklari kapsayan parametre
dizeltme ydneyidir. T simgesi ise bir dizeyin d6nigunu (transpose) gdstermektedir.



Sekil 2. On-kestirim ve ¢dzim parametrelerine karsilik gelen E(po) (Uggen) ve E(p)
(dolu kare) degerlerinin yanilgr enerjisi harita Uzerinde gdsterimi (6n-kestirim
parametreleri p? =0.34, p3=0.83 ve ¢6ziim parametreleri p,=1, p,=1).

Benzer olarak, mxm boyutundaki izleyen kare dizeyin tanimlanmasi ile

O’E(p°) O°E(p°) O’E(p°)
op/op;  opjop;  opiap,,
O’E(p°) O°E(p°) O*E(p°)
H=| opjop;  opsop; ~  apjop; (5)

O°E(p°) O°E(p°)  O°E(p°)
opoop;  opsop;  op.op,,

(2) bagintisinin sag yaninda On-kestirim parametrelerine gore ikinci turevleri
kapsayan terim, dizey denklemi olarak,

(207 D Hone (4P ), =D Dot (=) (P~ PY) ®)

seklinde yazilabilir. Dizey garpimlari sonucunda bir adet sayisal deger elde edilir. H
dizeyi, Hessian dizeyi olarak adlandirlir ve ikinci tirevleri kapsadigindan yanilgi
enerjisi haritasinin egrisellik bilgisini icermektedir. Bu dizeyin bireyleri arasinda

_oE(P)
Yo p)op;

Jk

iligkisi bulundugundan, késegene gore bakisimhidir. (4) ve (6) sonuglari kullanilarak,
(2) bagintisindan, yanilgi enerjilerinin farki igin



E(p)=E(p°)+ Ap"y + %ApTHAp

1
E(p)-E(p°)=4p"y +§APTHAP (7)

elde edilir. Eger, 6n-kestirim parametreleri, gergcek parametre degerlerine yaklagir ise
Ap ybneyi de sifira yaklasir. Bu nedenle, yanilgi enerijisi farklarinin Ap yéneyine

gore turevleri minimum yapilmalidir. (7) bagintisinin turevinin sifira esitlenmesi ile

Sekil 3. Newton algoritmasi ile ters-¢6zum adimlarinin yérungesi. (0) 6n-kestirim
parametreleri ve diger rakamlar yineleme numaralaridir. Toplam 4 yinelemenin son

iki yineleme adimi kiguktir. (6n-kestirim degerleri p’=0.4, p?=1.43 ve ¢bdzim
parametreleri p,=2, p,=2).

ol E(p)—E(p°
[ (p)-E(p )}:y+1HAp+1ApTH=O
oAp 2 2

bulunur. Ap bir yéney oldugundan H dizeyi ile ¢garpimi da bir yéneydir. Satir ve situn
ybéneyler birbirine esit oldugundan,

(HAp)mx1 = (ApTH)1xm
yazilabilir. Buradan,

(HAp)mx1 =~V mx1

elde edilir. H, mxm boyutunda kare bir dizey oldugundan tersi (inverse) alinabilir.
Yukaridaki bagintinin her iki yani soldan H dizeyinin tersi ile ¢arpilir ise

Apmx1 = _H-1'}/ = (H;qim'ymﬂ )mx1 (8)
yazilabilir. Newton algoritmasinin davranisi Sekil 3’ de gdsterilmistir.



4. GRADYEN VE HESSIAN DIiZEYLERINiIN HESAPLANMASI

(8) bagintisi ile verilen parametre duzeltme ydneyini hesaplayabilmek igin gradyen
ve Hessian dizeylerinin elde edilmesi gerekir. f(x;;p°) degerleri, &n-kestirim
parametrelerinden hesaplanan kuramsal dederleri gdéstermek tzere (1) bagintisi ile

verilen yanilgl enerjisinin L=2 i¢in sira numarasli k olan bir parametreye gére kismi
turevi alinir ise

0 E(p°) : 6f(X,,p) :
Top P EATT) T Z ©)

elde edilir. Bu bagintinin her parametre i¢in yazilmasi ve bulunan denklem sisteminin
dizey carpimlari olarak dizenlenmesi ile gradyen yéneyi,

y=-2A"Ad (10)

olarak tanimlanabilir. Burada, Ad veri farklari yéneyi olarak adlandirihr ve nx1
boyutundaki 6lcilen veri ybéneyi (d) ile 6n-kestirim parametrelerinden hesaplanan
kuramsal veri yoéneyinin (f) farklarini kapsar (4d =d-f) ve nx1 boyutunda bir
yoneydir. Jacobian dizeyi olarak adlandirilan nxm boyutundaki A dizeyinin bireyleri
ise x; yatay eksenindeki kuramsal verinin, j inci parametreye gore tirevinden olusur:

.0
_dip7) (11a)
op;

i

Jacobian dizeyinin bir kolonu butiin &lgi noktalarinda belirli bir parametreye goére
Kismi tirevleri kapsamaktadir:

OF(x,:p°)  of(x,:p°) O (%,:P°)

opy op;  op;,
of(xy;p°)  0f (X, P°) of (x,;P°)

op; oy opy,

(11b)
A =

of(x,;p°)  of(x,;P°) of (x,;p°)

op; op; T aen ),

Hessian dizeyini hesaplamak icin yanilgi enerjisinin parametrelere goére ikinci
turevlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu amagla 6nce birinci turevleri kapsayan
(9) bagintisinin g numarali parametre icin bir carpimin tirev 6zelliginden



yararlanilarak, yeniden turevi alinir ise Hessian dizeyinin h, numarali elemani elde
edilir ve iki ayri toplama ayrilabilir:

O’E(p°) <[ de, oe, o’e,
=5 =2 | 5t (12)
6pj a:Ok i=1 apj apk apj apk

hzz(a_a_]zz( G_J (13)

i=1 apf op; i=1 iapfép,f

jk

(9) bagintisindan, farklarin parametrelere gére tlrevlerinin kuramsal verinin
parametrelere gore turevlerinin negatifine esit oldugu goérulebilir:

de, @ of
0=~ (x:p*) =
P} op; ( ) op]

Bu bagintinin, g numarall parametreye goére bir kez daha turevi alinir ise

2 2
T (14)
p; Py p; Oy
elde edilir. Bu sonuglar, (12) bagintisinda yerine yazilir ise
o (of(x,; p°) of (x;; p° d o*f(x;; p°
hjkzzz ( lop ) ( lop ) +2z _(d,'_f(x,';po))% (15)
i=1 op; OPy i=1 op; Opy

Hessian dizeyinin elemanlarinin kuramsal verinin parametrelere gére tlrevlerinden
hesaplanabilecegi goraltr. Bagintinin sag yanindaki iki toplam,

L of(x;;p°) of(x;;p°)
t = j i (16a)
: Z( o opy
n a2f(x'.p0)
Q=D —(d; —F(x;; %) — 5=~ (16b)
d 21[ op;op,

elemanlari tanimlanir ise
hjq =2 tjq +2 qjq

yazilabilir. Toplamdaki sira numaralari ayni oldugundan, bu baginti dizey toplami
olarak verilebilir (Lines and Tretiel, 1984):

H=2T+2Q (17)



T dizeyinin elemanlari ile Jacobian dizeyinin elemanlari benzerdir. Daha dnce verilen
(11a) bagintisindan izleyen toplam bulunabilir:

of of | &
tig = 2{ J—Zaij aik

i1\ 9Pj 9Pk ) i

Buradan T dizeyi,

n n n
Z a,;,8;4 Z a8, - a;,8;,
i=1 i=1 i=1
a,,4a; 4,8, . a;,a,
T= i=1 i=1 i=1 (1 8)

n
Za/m i1 za/m i2 Za/mamZ
=

seklinde gosterilebilir ve T dizeyinin
T=AA (19)
bagintisi ile Jacobian dizeyinden hesaplanabilecegi goérilir. Q dizeyi ise (16)

bagintisindan,

& ——©0o-0

n 2 2 .0 n 2
Z af(X,,p) Ze' f(X,,p) . Z f(X/:P)

1
= oafop! 5 opfaps = apfopd,
3o, O(xi0%) azf(x,,p) 6,2 2f(x,;p) N 2f(x,,p)
=-|\iZ oo 5 apdopd i=1 POP, (20)
ie,azf(x,-;po) ie' O°f(x;:p°) i 2f(x,,p)
1 ] -
= domop! S opmopd e AT o .

olarak yazilabilir. Bdylece, Hessian dizeyi, Jacobian ve Q dizeylerinden
yararlanilarak,

H=2ATA+2Q (21)
bagintisindan hesaplanabilir. Hessian dizeyinin tersi ise

H'=(T+Q"/2 (22)



verilecedinden, parametre dizeltme yoéneyi, (10) ve (22) bagintilarinin (8)
bagintisinda yerine yazilmasi ile

Ap=(T+Q) " AT (d-f) (23)
Ap=(ATA+Q) " Aad (24)

seklinde elde edilir. A ve Q dizeyleri herhangi bir yineleme adimindaki parametre
degerlerine gére kuramsal verinin tlrevlerinden hesaplanabilir. Bdylece parametre
kestirimi  6n-kestirim degerlerine parametre dizeltme yo6neyinin eklenmesine
indirgenir:

p=p°+4p (25)

On-kestirim degerleri ¢dzim parametrelerine ¢ok yakin degil ise (1) bagintisi ile
verilen Taylor acilimi E(p) degerine bir yaklagimi verir. Bu nedenle, (25) bagintisi da
gercek parametre degerleri yerine, onlara bir yaklagimi verir. Yeni parametre
degerleri 6n-kestirim degerlerinden daha kiguk yanilgl enerjisi Uretir ise ¢ézlme bir
adim daha yaklasildigi dusunulebilir. Bu durumda, hesaplanan parametre degerleri
yeni bir adimin 6n-kestirimi olarak kabul edilir ve yanilgi enerjisi dnceden belirlenen
bir degerden daha kiglik oldugunda iglem durdurulur. Yeni bir yinelemede
hesaplanacak parametre dederleri, bir 6nceki yinelemedeki parametre degerlerinden

pl’+7 =pf +((Ar)TAr +QI’)-7 (Ar)T_(d_fr) (26)

bagintisi ile elde edilebilir. Yukaridaki bagintida sag taraftaki dizeylerin r inci adim
icin verildigi ve r+1 inci parametre degerlerinin hesaplanmaya c¢alisildigi bilindiginden,
ters-¢6zUm probleminin ¢6zUmU olarak daha yalin olan (23) veya (24) bagintilarini
kullanmak yeterlidir.

Hessian dizeyi yanilgi enerjisi haritasinin egrisellik bilgisini, gradyen ybneyi ise
egim bilgisini icermektedir. Newton yéntemi bu bilgileri kullanarak, dogrudan yanilgi
enerjisi haritasinin minimumuna yoénlenir (Sekil 3). Ancak, bu yénlenme Hessian
dizeyinin terslenmesi sirasinda ¢ok blyuk Ap degerlerinin hesaplanmasi ve

parametre uzayinda buylk bir adim atilarak, yanilgi enerjisi haritasinin
minimumundan oldukga uzakta bir noktaya ulasilmasina neden olabilir. Bu nokta
daha buyuk yanilgi enerjisi Ureteceginden, algoritma durdurulmak zorundadir.
Newton yonteminin diger zayif yani Q dizeyinin hesaplanmasindaki gugcluklerdir.
Parametre sayisinin ylzlerle ifade edilebildigi yerbilim problemlerinde Q dizeyinin
elde edilmesi, c¢ok sayida ikinci tdrevin hesabi ve bunlarin toplanmasini
gerektirdiginden oldukca fazla bilgisayar zamani alir. Ayrica, sonlu-farklar yaklasimi
ve benzeri sayisal yontemlerle ikinci tirev hesabinda yeterli dogrulugun saglanmasi
zordur. Bu nedenler ile Q dizeyin (20) bagintisindan dogrudan hesabindan kaginilir.
Bunun yerine gesitli yaklagimlar kullanilir ve bdylece gesitli ters-¢6zum ydntemleri
turetilir.
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5. GESITLI TERS ¢OZUM YONTEMLERI
a. En-dik inig yéntemi

Bu yéntem sadece egim bilgisinden yararlanir. On-kestirim degerlerine karsilik
gelen E(p°) konturu Gzerindeki bir noktadan baslayarak, yanilgi enerjisi haritasinda

kontura dik ydnde egim asagi gidilir ise yanilgi enerjisi daha kigik olan bir kontura
erigilir. Boylelikle, ¢6zim yoniunde bir adim atimig olur. Bu adimin atiimasi ile
parametrelerde olusan degisiklik, E(p°)degerinin parametrelere gére gradyeni ile
orantilidir. Egrisellik bilgisini kapsayan Hessian dizeyini katkisini yok etmek icin (8)
bagintisinda yerine x sabiti ile carpilmig birim dizey vyerlestirilirse en-dik inig
yoénteminin parametre dizeltme ydneyi elde edilir:

ap = -y (27)

Burada, y yoneyi, yanilgi enerjisinin 6n-kestirim parametrelerine gdére kismi
turevlerini kapsamaktadir. Gradyen (10) bagintisi ile verildidinden yerine yazilarak,

Ap = u A" Ad (28)

bulunur. Burada, yanilgi enerjisinin gradyeni yukarida deginildigi gibi parametre
uzayinda atillan adimin yénunt belirler. Sekil 4'de, gesitli 6n-kestirim degerleri igin
yanilgi enerjisi haritasi konturlarina dik ydnde ilerleyerek minimuma ulagiimasi
g6riantilenmistir. Bu strateji minimuma erigilmesini garantilemekle birlikte, yéntemin
hizi adim buyukligune baghdir. En uygun adim buyUkligine x gergel sabitinin
degerinin ayarlanmasi ile bir yaklagim yapilabilir. Bu amag icin parametre dizeltme
yéneyinin dogrultusundaki en yakin minimum noktasi saptanmaya c¢alisilir. Bu
minimum igin bir yaklagim Tarantola(1987) tarafindan izleyen baginti ile verilmistir:

_ y'y 29
T+ (Ar) (Ay) (29)

Sekil 4. Cesitli 6n-kestirim degerleri (Ug¢genler) icin en-dik inis ydntemi adimlari.
Herhangi bir adimin buyUkltgu iki nokta arasinda kalan deger kadardir.
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Sekil 5’den de gorilebilecedi Ulzere baslangigta blyldk olan parametre dizeltme
yéneyinin degeri minimuma yaklastikgca kicllmektedir. Clnkd 6élgtlen ve kuramsal
veri arasindaki farklar ve ¢6zim civarinda egim degeri gittikce kUgtlmektedir. Bu
nedenlerle yontem minimuma erismek icin ¢ok fazla sayida yineleme gerektirir.
Yontemin diger zayif yani ise yanilgi enerjisi haritasinda dar bir vadi boyunca
ilerlemek gerektiginde zig-zag cizerek ilerlemesi ve bunun da asiri sayida yinelemeye
yol agmasidir.

Sekil 5. Parametre dizeltme yéneyi yinindeki en yakin minimumu bularak ilerleme
(1a-1b). Dar bir vadi boyunca zig-zag gizerek ilerleme (baglangi¢ 2 nolu én-kestirim).

b. Eslenik Gradyen Yéntemi

Bu yontemde parametre dizeltme yoneyinin dogrultusu bir édnceki yinelemedeki
dogrultuya Hessian dizeyi uzayinda dikgen (orthogonal) olacak sekilde secilir.
Yineleme iglemi izleyen baginti ile yaratalar:

pr+1 — pr + U d)r (30)

Burada, @; ardisik adimlar arasinda dikgen olma kosulunu saglayan arama
dogrultusu (search direction) yéneyidir. u gercel sayisi adim buyukligudur ve en-dik
inis yonteminde oldugu gibi arama dogrultusundaki en yakin minimuma erigimi
saglamayi amaglar:

_ y'y
"o+ (AD) (AD) (1)

Ardigik iki yinelemeye ait arama dogrultusu ydneyinin H uzayinda dikgen olma
kosulu,

(") Ho" " =0 (32)

ile verilir. Gradyen y6neyi ve bu kosulun gerceklesmesini saglayan bir « katsayisi
yardimi ile herhangi bir yinelemeye ait arama dogrultusu,

12



D =y + a.@’ (33)

bagintisi ile verilebilir. Baslangig icin bir @' yoneyi tanimli olmadigindan, yéntemin
ilk adimi en-dik inig yontemi ile gerceklestirilir. Bu durumda, ilk arama dogrultusu

yoéneyi, gradyen yéneyine esit alinir (@° =»°). Diger adimlar igin (33) bagintisi
kullanilir. « katsayisi icin bir yaklasim veren c¢esitli bagintilar gelistirilmigtir.
Bunlardan, Polak-Ribiere bagintisi,

WA aia sl @
(r" ")y (r" )y

ve asagida verilen Fletcher-Reeves bagintisi,

(r' )y (35)

(7/r71 )T 7r71

en yaygin kullanilan bagintilardir. Polak-Ribiere bagintist hizli bir sekilde
yakinsamayi saglar. Fletcher-Reeves bagintisinin hesaplanmasi biraz daha az
zaman gerektirmekle birlikte, sadece ¢6zUm civarinda verilmis dn-kestirim degerleri
icin yakinsama saglayabilir.

Sekil 6’da iki parametreli bir probleme ait yanilgi enerjisi haritasinda eslenik
gradyen yodntemi ile minimuma erigilmesi gdsterilmigtir. Her yineleme adimi, bir
onceki adima goére dikgen olma kosulunu saglamaktadir. Arama dogrultusunun
dikgen olma kosulu H uzay icin verildiginden, yanilgi enerjisi haritasinin konturlari
eliptik durumdan kiresel duruma getirildiginde birbirine dik olacaktir. Parametre
dizeltme ydneyinin buydkligu egim ile orantili oldugundan egimin blyUk oldugu
dogrultularda bu yéney de buyuktir. Egimin ¢ok kiicuk oldugu herhangi bir ydnde ¢ok
kGicuk bir adim atilacagindan, sekiller Gzerinde bu yonlerdeki adimlar acgik bir bigimde
gbérulemeyebilir.

Sekil 6. Bir 6nceki parametre dizeltme yéneyine dikgen ilerleme. Baslangi¢ ti¢gen,
bitis noktasi ise dolu kare ile gésterilmigtir. Noktalar arasi bir adimi géstermektedir.
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Sekil 7’de ise en-dik inig ve eglenik gradyen yéntemlerinin kargilastiriimistir. (1) ile
isaretlenen baslangic noktasindan ilk yineleme en-dik inig ybntemi ile
gerceklestirilerek (2) ile gosterilen noktaya erisilmistir. Bu noktadan sonra en-dik inig
yéntemi ile yanilgi enerijisi konturuna dik yénde bir yineleme ile (edi) yazilan noktaya
gelinmig ve algoritma zig-zag gizerek ilerlemeye baglamistir. Eslenik gradyen yéntemi
ise bir dnceki dogrultu ybéneyine H-dikgen ybénde, (2) noktasindan (egr) yazilan
noktaya erigmigtir. Devam eden yineleme adimlari ayni kuralin uygulanmasi ile
gerceklestiriimistir. Eslenik gradyen yénteminin en-dik inig ydntemine gére daha hizl
calistigi gérilmekte ise de sadece gradyen bilgisinin kullaniimasi nedeni ile ¢6zim
civarinda parametre dlzeltme ydneyi kiculmekte ve yineleme sayisi Newton
yéntemine gére oldukga buyik kalmaktadir.

Sekil 7. En-dik inig ve eslenik gradyen yontemlerinin karsilastirimasi. Baglangi¢
noktasi Ug¢gen (1), birinci yineleme adimi nokta (2) ve minimum ise dolu kare ile
gosterilmigtir. (2) nolu noktadan sonra en-dik inig algoritmasi (edi) ve eslenik gradyen
algoritmasi (egr) yazilan noktalara eriserek farkli yol izlemektedir.

c. Gauss- Newton Yontemi

Yukarida deginildigi gibi Newton ydntemi hizli olmakla birlikte &6n-kestirim
parametrelerinin ¢6zum parametrelerine yakin olmadigi durumlarda Taylor serisi
aciliminda ikinci dereceli tiurevlerin hesaplanmasinda yeterli dogruluk saglanamaz.
Ayrica veri faklari da biylk oldugundan Q dizeyinin elemanlari da biylk olacak ve
(24) bagintisinda Q dizeyi baskin hale gelecektir. Ancak bu durum parametre
dizeltme ydneyinin ¢ok buylk olmasina yol agarak, algoritmanin iraksamasina
neden olabilir. Ote yandan, ¢6ziime yakin bir én-kestirim icin hem ikinci tiirevler hem
de veri farklar kicik olacagindan Q dizeyinin hesaplanmasindaki zorluklara oranla
¢bzime katkisi cok dnemli olmayacaktir. Bu nedenler ile (24) bagintisinda Q dizeyi
ihmal edilerek,

Ap=(ATA)" AT Ad (36)

yazilabilir. Sekil 8'de, Uggen ile gdsterilen 6n-kestirim degderinden baslayarak dort
yineleme ile minimuma erisilmesi gosterilmistir. $ekil 7°de ayni problem igin verilen

14



en-dik inis ve esglenik gradyen yontemleri ile karsilastinildiinda Gauss-Newton
yontemini oldukga hizli bir sekilde sonuca yakinsadigi gérilmektedir.

Sekil 8. Gauss-Newton yéntemi ile dogrudan minimuma yénlenmeye calisarak
ilerleme. Sekil 7°de verilen en-dik inig ve eslenik gradyen ydntemleri ile karsilastiriniz.

d. Sé6nimlii En-kiigiik Kareler (Levenberg-Marquardt) Yontemi

Gauss-Newton yéntemi hizli yakinsayan bir yéntem olmakla birlikte 6n-kestirim
degerleri ¢6zim parametrelerine yakin degdil ya da yanilgi enerjisi haritasi karmasik

bir topografya olusturmakta ise ATA dizeyinin bazi 6zdegerleri (eigenvalues) ¢ok
kiguk olabilir ve dizeyin terslenmesi sirasinda vyeterli sayisal dogrulugun
saglanamamasi nedeni ile parametre duzeltme yéneyinin bu 6zdegerlere karsilik
gelen elemanlari ¢ok blyur. Bagka bir olasilikta egrisellik bilgisinin yanilgi enerjisi
haritasinin minimumunun bulundugu yénden farkli bir ydne adim atilmasi sonucuna
yol agan parametre duzeltme y6neyi Uretmesidir. Her iki durumda da yineleme ile
daha buyUk yanilgl enerjisi Ureten bir model elde edilir. $ekil 9 da ayni 6n-
kestirimden baslamak Uzere en-dik inig, Gauss-Newton ve sénimli en-kigik kareler
yontemleri karsilastiriimigtir. Gauss-Newton yénteminde Gglnci yinelemeden sonra
¢6zime ¢ok uzak bir noktada yineleme iglemi durdurulmaktadir. En-dik inig yéntemi
¢6zUme erismekle birlikte dar bir vadi boyunca ilerlemek durumunda kaldigindan ¢ok
saylida yineleme yapmak zorunda kalmistir. S6nUmli en-kuglik kareler ise
gerektiginde hem Gauss-Newton hem de en-dik inis yéntemi gibi davranarak ¢ézime
daha az sayida yineleme ile erigebilmistir. Bu davranis (36) bagintisinda ATA
dizeyinin késegenlerine &? gibi bir gercel sabitin eklenmesi ve bu sabitin degerinin
yineleme iglemi sirasinda 6zdegerlerin kiicik degerler almasini engelleyecek sekilde
degistiriimesi ile gerceklestirilebilir. Bu durumda, I birim dizey olmak Uzere parametre
dizeltme ydneyi izleyen baginti ile verilir:

Ap=(ATA+£?1)7 AT Ad (37)
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Sekil 9. En-dik inis (edi), Gauss-Newton ve s6nimli en-kigik kareler yéntemlerinin
(LM) ayni 6n-kestirim degeri icin karsilastiriimasi.

Sekil 9’ dan gdriilebilecedi gibi sénimli en-kiguk kareler algoritmasi, ilk yineleme
adimlarinda en-dik inis ve Gauss-Newton algoritmalarinin arasinda bir davranig
g6stermistir. Uglincli yinelemede yanilgi enerjisinin az oldugu diz topografyali bir
bélimde en-dik inis yénteminin davranigina uygun olarak kugtik dizeltme ybneyi ile
zig-zag cizerek ilerleme saglaniimistir. Bu bdlgeden sonra Gauss-Newton
davranigina gegis saglanarak birka¢ adimda minimuma varilmisgtir.

e. Tikhonov Diuzgiinlestiricisi

Bazi jeofizik problemlerde parametrelerin degisiminin birbirlerine bagimli olmasi
istenilir. Ornegin iki- ve (g-boyutlu problemlerde komsu hiicrelere ait fiziksel
Ozelliklerinde keskin degdisimlere izin verilmek istenmeyebilir. Bu durumda bir
yuvarlatici islemciye gereksinim duyulur. Bu amag igin (37) bagdintisindaki birim dizey,

'L seklinde bir dizey ile yer degistirilir:

Ap=(ATA+21TL)" AT Ad (38)
L dizeyin birinci veya ikinci turev islemcisi olarak secimi ile komgu parametre
degerlerinin birbirlerine bagdimli olarak degismeleri saglanabilir. Bu y&ntem
algoritmalarin duraylihgini (stability) saglamak amaci ile de kullaniimaktadir. Cesitli
duraylayici (stabilizer) dizeyler Zhadanov(2002) tarafindan verilmistir.
6. AGIRLIK ATAMA

Yorum igin kullanilan yéntemin yani sira, 6lgt yanilgilari ve guriltiler parametre
kestirimine 6nemli dlgide etki eder. Bu etkilerin uygun yontemler ile azaltilmasi, ters-

¢6zim ydntemlerinin hiz ve yakinsamasini iyilestirir.

Olgme kosullarindan kaynaklanan, iki tur giralti kaynagi vardir. Bunlar, rasgele ve
sistematik gurultiler olarak adlandirilir (Bevington, 1969). Rasgele gdurdltiler,
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degiskenin bir degeri icin yinelenen &lgiimlerdeki kararsiz degismelerdir. Olgiim
aygitlarinin duyarlihginin sinirli olmasi, rasgele gurdltilerin baslica kaynagidir.
Olgtiler, degiskenin bir degeri icin yinelenir ise, 6l¢ii degerlerindeki gérece belirsizlik
istatistik analiz yardimi ile tanimlanabilir. Ornegin, bu amag icin 6lgii degerlerinin
standart sapmalari kullanilabilir. Her 6lcim degerine, standart sapmasi ile ters
orantih bir agirlik katsayisi atanarak, guaralttli verinin duyarli élgllere goére ters-
¢6zUm sonuglarina daha az etki etmesi saglanabilir. E§er, arazi uygulamalarinda,
Olctler yinelenmemis ise standart sapmalar bilinemez ve bu durumda rasgele
gurultiyu temsil etmek Gzere battun dlgulerin genel niteligine bagh bir agirlik katsayisi
batun 6l¢t noktalarina atanir.

Sistematik yanilgilar, élcim sisteminin ayarlarinin yanhs yapilmasindan, élgim
aygitlarinin yanhs konumlara yerlestiriimesinden, 6Ict sistemi ile ona bagh aygitlarin
baglantilarinin kdtl veya yanlis yapilmasindan ve gbézlemcinin yaptigi gézlem
yanilgilarindan olusur. Bu kosullarda, istatistik analize bagvurmak, genellikle kullanigli
degildir. Olgulerin tekrar edilmesi, élcilerin duyarlihgini (precision) arttirmakla birlikte
dogrulugunu (accuracy) arttirma konusunda yardimci olmaz. Arazi c¢alismasinin
yapildi§i sirada, sistematik yanilgilar fark edilebilirse, bunlar hesapla veya baska bir
care dusunulerek, élculerden giderilebilir ve 6lct dogrulugu arttirilabilir. Aksi takdirde,
sistematik yanilgilarin duzeltiime firsati ortadan kalkar. Sistematik yanilgilar bir¢cok
6lgme isleminde bir bilinmeyen olarak kalabilir (Bevington, 1969). Hem rasgele hem
de sistematik yanilgilar nedeni ile veride kiuguk sacilmalar gozlenir ise sistematik
yanilgilar, rasgele yanilgilar ile birlestirilerek, 6l¢u belirsizlikleri istatistik yontemler ile
incelenebilir.

Olgu noktalarinin giirulta igerikleri farkli oldugundan, &g degerlerine atanacak
agirlik katsayilar ile gurtlta igerigi fazla 6l¢ct noktalarinin parametre kestirimini daha
az etkilemesi istenir. Bu amac icin (1) bagintisi ile verilen amag fonksiyonu, en-kigik
kareler icin toplam ve dizey denklemleri olarak,

E,(p)= 3. [wi(d,-F(x; p))f =[W(d-f)] [W(d-F)] (39)

seklinde yazilabilir. Burada, w;; 6lgli noktalarina uygulanacak agirlik katsayilarini

g6stermektedir. W; kdsegen bireyleri agirlik katsayilari ve diger 6geleri sifir olan nxn
boyutunda bir kare dizeydir. (39) bagintisi ile verilen yanilgi enerjisinin
enkiguklenmesi ile Gauss-Newton ¢6zimu elde edilir:

Ap = ((WA)"(WA))" (WA)" (W Ad) (40)

Bu baginti, (36) ile verilen Gauss-Newton ¢6zUmu ile karsilastirilir ise A dizeyinin
yerine W.A dizeyinin ve Addizeyinin yerine W.Ad dizeyinin kullanildigi
go6rilmektedir. Diger ydntemlerde enkicliklenecek amacg fonksiyonu farkli olmakla
birlikte, Jacobian ve veri farklari dizeylerinin agirlik dizeyleri ile ¢arpilmasi ile belirli bir
yonteme ait agirlikli parametre kestirim bagintilari elde edilir.
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Agirlik katsayilarini saptamak amaci ile cesitli yéntemler kullanilabilir. Ornegin,
Olculerin tekrarlanma olanaginin bulundugu durumlarda, bir &l¢ci noktasindaki
gurdltundn, diger 6lgt noktalarindaki gurdltilerden bagimsiz ve standart sapmasinin
o; oldugu dagunalar ve agirhk dizeyi,

1/6, 0 0 0 0
0 1/0, 0 0 0
W =diag(1/c)=| 0 0 . 0 0 (41)
0o 0 0 1/c,, O
o o 0 0 /o)

olarak tanimlanir. Olgli tekrarlarinin  bulunmadi§i kosullarda, Bagokur(1999)
tarafindan 6nerilen agirhik atama yéntemi uygulanabilir. Bu yéntemde &élgllen verinin
davranisina gore segilen bir fonksiyondan m adedi, yatay eksen boyunca yerlestirilir
ve bunlarin dogrusal bilesimi (linear combination) ile yuvarlatiimis bir veri elde edilir.
Yuvarlatma iglemi igin farkli bir ydntemlerden de yararlanilabilir. Bu durumda agirlik
katsayilari izleyen baginti ile verilebilir:

W, = exp{-(d, -d,*)z/zaz} (42)

Burada, d; ve d; sirasi ile dlgllen ve yuvarlatilan veri noktalarini géstermektedir. «
ise bicim etmeni olup, izleyen

a="13d-d; (43)
n

n
i=1
bagintisi ile hesaplanir ve bir veri noktasina ait agirlik katsayisinin hesaplanmasinda
tim verinin gUrdlta iceriginin géz éntne alinmasini saglar. (41) bagintisi sifir ile bir
arasinda agirlik katsayilar tretir. Eger, 6lgtlen ve yuvarlatilan veriler arasindaki fark
kGicuk ise bu noktadaki agirlik katsayisi birime yakin olur.

7. DIZEY DENKLEMLERININ ¢OZUMU

En-dik inig ve eslenik gradyen ¢dziumlerinde Jacobian dizeyinin timi ile bellekte
tutulmasina gerek bulunmamaktadir. Bir hesaplama adiminda Jacobian dizeyinin bir
sutunu ile gcarpma iglem gergeklestirildiginden, bellek kullaniminin sorun oldugu ¢ok
parametreli problemlerde bir sutun ile iglem yapildiktan sonra ardisik sGtunun
hesaplanmasina gegilebilir.

Kuramsal verilerin, parametre dizeyi ile Jacobian dizeyinin ¢carpimi,

f=Ap (44)
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seklinde tanimlanma olanagi var ise bunlar dogrusal problemler olarak adlandirilir.
Bu tir problemlerde Jacobian dizeyi, veri ¢cekirdek dizeyi adini alir ve parametreleri
kapsamaz. Bu nedenle kuramsal verinin parametrelere goére birinci tirevi, veri
cekirdek dizeyine ve ikinci tirevi ise sifira esit olur :

2
o, O
op op

-0 (45)

Newton yénteminde yineleme bagintisi (26), birinci yineleme igin yazilir ise ikinci
turevler sifir oldugundan (Q=0),

p'—p°=(ATA) T AT.(d-f°)=(A"A) " ATd - (ATA)" A'f°
elde edilir. (44) bagintisindan,
p1_p0 :(ATA)—1 AT.d—(ATA)_1 ATApo

yazilabilir. Burada, (A" A)”" AT A islemi birim dizeye esit oldugundan denklemin her

iki yanindaki &n-kestirim parametreleri (p°) sadelesir. Bdylece, dogrusal
problemlerde parametrelerin tek bir adimda ¢6zulebilecegi gorular:

—(ATA)" ATd (47)

Newton (24), Gauss-Newton (36), s6nUmli en-kiicik kareler (37), Tikhonov
dizgunlestiricisi (38) yodntemlerinde, parametre duzeltme ybéneyi (4p), ilgili
bagintilardan carpma, dénugund ve tersini alma gibi dizey iglemleri ile ¢ozilebilir.
Dizeylerin tersini alma icin ¢ok cesitli yontemler 6nerilmigtir. Gauss-Newton ve
s6numlu en-kuguk kareler yodntemleri ile birlikte yaygin olarak kullanilan dizey
islemlerinden biri “Tekil Deger Ayrisimi’ dir (Singular Value Decomposition, SVD). Bu

yéntemde agirlik dizeyi ile carpilmis Jacobian dizeyi A" =wA baska Uc¢ dizeyin
carpimi olarak ifade edilir:

A =USV’ (48)

Burada, U ve V sirasi ile veri ve parametre 6zydneyleri (eigenvectos) olarak
adlandirilir. U dizeyi nxm ve V dizeyi mxm boyutlarindadir. S ise mxm boyutunda ve
parametre &zdegerlerini (A) iceren bir kdsegen dizeydir. Bdylece, parametre
dizeltme y()'neyi izIeyen toplamdan hesaplanabilir:

kaj /12 . a; k=1,...m (49)
a=>u w Ad J=1,...m

Burada, v, u; ve w; sirasiyla U, Vve W dizeylerinin 6gelerini gostermektedir.

Parametre dizeltme yéneyinin hesaplanmasi igin diger bir yol dogrusal denklem
sistemlerinin ¢6zimuanden yararlanmaktir. Bu amag igin ters-¢6zim problemi,
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Bmxm'Apmx1 = xmx1 (50)
dogrusal denklem sistemi ile ifade edilir. Burada,

xmx1 = (AT )mxn Adnx1

B=ATA+Q (Newton)

B=A"A (Gauss-Newton)

B=A" A+l (sénumli en-kiiclk kareler)
B=A A+:?L"L (Tikhonov)

olarak tanimlanir. B; kare ve bakisiml bir dizeydir. Bbdylece, dogrusal denklem
sistemlerini ¢dzebilen herhangi bir algoritma yardimi ile parametre diizeltme y6neyi
hesaplanabilir.

8. YEREL MINIMUMLAR SORUNU

Bircok problemde yanilgi enerjisi haritasinda birden fazla minimumlar bulunabilir.
Bunlardan en kiguk yanilgl enerjisi degeri olani ‘global minimum’ digerleri ise ‘yerel
minimum’ olarak adlandirilir. Bir problemde birden fazla yerel minimum olmasi olasi
iken bir adet global minimum vardir. Parametrelerin dogru ¢6zimu, ters-¢6zim
algoritmasinin global minimuma erigmesi ile olanaklidir. Ancak, global minimuma
erisim On-kestiime badimhdir. Sekil 10°da c¢esitli  6n-kestirim degerlerinden
baslayarak sé6numli en-kiguk kareler yéntemi ile problemin ¢ézilmeye calisiimasi
goruntilenmigtir. Yan yana duran iki ©n-kestirim degerini temsil eden siyah
Ucgenlerden de anlasilabilecegi gibi birbirine yakin én-kestirim degerleri kullanimi ile
algoritmanin farkh minimuma yénlenmesi olasidir. Bu durum kullanilan yéntem ile
iligkili olmayip, tim turev tabanh algoritmalarin ortak sorunudur. Ayrica, bazi
durumlarda gurtltd nedeni ile yerel minimumlardan birinin yanilgi enerjisi, global
minimumun yanilgl enerjisinden daha kugik hale gelebilir. Bu tur problemleri
asmanin en énemli araci, ele alinan problemin dogasinin iyi bilinmesi ve hesaplanan
parametre degerlerinin fiziksel olarak olasi olup, olmadidinin denetlenmesidir.
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Sekil 10. C6zimi p,=2.25 ve p,=0.25 olan bir problemde global (mavi) ve yerel
(sart) minimumlar. Kirmizi Gggenler minimumlari ve siyah t¢genler 6n-kestirim
degerlerini gbstermektedir. Beyaz cizgiler sonimli en-ki¢lik kareler yénteminin
izledigi ¢6zim yolunu gostermektedir. Noktalar arasinda kalan dogrular, adim
blyukluguni géstermektedir (Basokur, Akga ve Siyam, 2007).
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9. SONUCLAR

Turev tabanli ters-¢6zim algoritmalari yanilgi enerjisinin egim ve/veya egrisellik
bilgisini kullanir. Sadece egim bilgisini kullanan en-dik inis yéntemi yanilgi enerjisi
haritasi Uzerindeki en yakin minimuma erisir. Codu problemde yakinsama elde
edilmesine ragmen diuzeltme yéneyinin kiigilk olmasi nedeni ile ¢ok sayida yineleme
gerektirir. Eslenik gradyen ydntemi, en-dik inis yontemine benzer sekilde hareket
etmekle birlikte yakinsamayi hizlandirmak icin yanilgl enerjisi haritasinda bir énceki
yinelemeye dikgen olan dizeltme yoneyleri kullanir. Newton ve Gauss-Newton
algoritmalari dogrudan minimuma erismeyi hedefleyen hizli yéntemler olmakla birlikte
koti  On-kestirim veya karmasik yanilgi enerjisi topografyasinin  bulundugu
durumlarda minimuma yakinsamayabilirler. S6nUmli en-kiglk kareler ve Tikhonov
yontemlerinde Gauss-Newton algoritmasinin  karsilastigi  durayliik  sorunlari
giderilmeye calisilir. Uygulanacak duraylastiricilar probleme 6zgi oldugundan cgesitli
uygulama o&rnekleri konu ile ilgili dergilerde bulunabilir. Tdrev tabanh kestirim
yontemlerinde, parametre ayrimliligi standart sapma dizeyinin hesaplanmasi ile
incelenebilir. Parametre ayrimhhg: ile ilgili konular gesitli kaynaklardan incelenebilir
(6rnegin Basokur, 2002). Yazar tarafindan gelistirlen FORTRAN ve PV-WAVE
dillerinde yazilmig bilgisayar programlarinin kaynak kodlarina
http://jeofizik.ankara.edu.tr adresinden erigilebilinir.
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