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ÖZET 

Geleneksel anlamda kabul edilen Taylor-Karman yapısındaki ölçüt mathsierinde 
jeodezik ağ noktaları arasındaki ilişkiler, ölçü planından bağımsız olarak korelasyon 
fonksiyonları ile ifade edilmektedir. Bu çalışmada, ölçü planım da dikkate alan ve çizge 
kuramı ile oluşturulmuş ölçüt matrisleri konu edilmiştir. 

ABSTRACT 

The relationship between the points ofthe geodetic network, in critenon matrices with 
its traditionally structure Taylor-Karman, is explained with correlation functions 
independent from the obscivation plan. in this study, the critenon matrices constituted with 
graph theory and which takes the observation plan into consideration, is the subject. 

1. GİRİŞ 

Jeodezik ağların optimizasyonunda tasarım aşamasında olan ağın, sonuçta elde 
edilecek Kofaktörier (ya da Varyans-Kovaryans) matrisinin ideal bir matrise uygun olması 
amaçlanır.Ağın bilinmeyenlerinin ve bunlardan türetilebilecek fonksiyonlarının hata 
durumları n ı ifade eden böyle bir matris Ölçüt Matrisi olarak isimlendirilir ve bu matris 
optimizasyonda amaç fonksiyonu olarak kullanılır/1/. 

Jeodezik ağlar için ideal durum Homojen-lsotrop ağ yapışı, yani hata elipslerinin ağın 
her noktasında aynı büyüklükte hata daireleri olmasıdır. Teorik açıdan, ölçüt matrisi olarak 
birim matris alınarak bu sonucu elde etmek mümkündür. Ancak birim matrisle ağ noktaları 
arasındaki korelasyonları ifade etme olanağı yoktur. Bu nedenle noktalar arasındaki 
korelasyonların Korelasyon Fonksiyonları İle ifadesi yoluna gidilmiştir. Bu şekilde 
oluşturulmuş en temel yapı Taylor-Karman (Homojen isotrop yapı) olarak bilinen yapıdır ve 
temel çıkış denklemi, 

 

şeklinde ifade edilir /4/.  Burada: ∆x (iki ağ noktası arasındaki koordinat farkı; (r,r') iki ağ 
noktasının yer vektörü ; |r - r'| iki ağ noktası arasındaki uzaklık ve δ  Kronecker gösterimi 
anlamındadır. ФT Enine (Transversal), ФL İse Boyuna (Longitudinal) normlandırılmış 
korelasyon fonksiyonlarıdır ve hata elipslerinin daire biçiminde olması isteminin doğal 
sonucu olarak , 

 



 
 

olur ve 
r≠  0 için , ФL (r) ve ФT (r) büyüklükleri belirlenmeye çalışılır.  

Qxx ölçüt matrisi, 

şeklinde 
iki nokta tensör fonksiyonu olarak göz önüne alınır. Фij (r) tensor fonksiyonu ise, ФL (r) ve ФT (r) 
şeklinde noktalar arasındaki uzaklığa bağımlı olarak deyimlendirilen iki fonksiyonla tanımlanır /7/. 

Jeodezik ağlarda kofaktörler matrisi pozitif yarı definit matrislerdir. Bu nedenle, yerine 
kullanılacak olan ölçüt matrisleri de aynı cebrik özelliği taşımalı diğer bir deyişle seçilen korelasyon 
fonksiyonu da pozitif definit bir fonksiyon olmalıdır. TK- Yapısındaki ölçüt matrislerinin hesabında 
da korelasyon fonksiyonu olarak pozitif definit bir fonksiyon 

olan, Bess
el Modeli kullanılır. Burada K1, II.Tür 1.Dereceden Değiştirilmiş Bessel Fonksiyonu; 
r ağ noktaları arasındaki uzaklık; d ise karakteristik mesafe olarak tanımlanır I2I. 

Taylor-Karman yapısındaki ölçüt matrisleri, Potansiyel (P-Tipi) veya Türbülans (T-Tipi) olmak 
üzere iki tipte oluşturulmaktadır. Burada formüller P-Tipi için verilmiştir. T-Tipine dönüş için 
korelasyon fonksiyonlarım   0^.(r)-->0^ (r) ve O, (/•)-» O y (r) şeklinde değiştirmek yeterlidir. Bu 
fonksiyonların açık ifadesi, 

şeklinded
ir.K0, 0.Dereceden II .Tür Değiştirilmiş Bessel fonksiyonudur. Taylor-Karman yapısındaki bir ölçüt 
matrisinin elemanları, tij  i. noktadan j. noktaya açıklık açışım 
göstermek üzere; 
 

 

şeklinde hesaplanır. 



Şayet korelasyon fonksiyonu olarak, farklı enine ve boyuna korelasyon fonksiyonları 
almak yerine (6) ifadelerinde, 

 

şeklinde tanımlanan ortalama bir korelasyon fonksiyonu alınırsa, Taylor-Karman yapısının 
özel bir tipi olarak, Tam-lsotrop yapı elde edilir. Bu durumda Tam-lsotrop yapıdaki bir ölçüt 
matrisinin elemanları için, 

 
elde edilir /9/ 

Görüldüğü gibi, korelayon fonksiyonları kullanılarak ölçüt matrisinin oluşturulmasında 
ölçü planı dikkate alınmamakta ve ağa ilişkin bilgi olarak sadece ağ noktalarının yaklaşık 
koordinatları ve noktalar arasındaki uzaklıklar kullanılmaktadır. Bu tür bir hesaplama 
tekniğinde, ağ noktaları arasında uzaklıklar arttıkça doğal olarak korelasyon değerlerinin 
de küçüleceği açıktır. Ancak gerçek ağlar üzerinde yapılmış olan korelasyon çalışmaları da 
göstermiştir ki; eğer noktalar ölçülerle direkt olarak birbirlerine bağlanmışlarsa, aralarındaki 
uzaklıktan bağımsız olarak yüksek korelasyon değerleri ortaya çıkmaktadır /8/. Bu durum 
özellikle ölçü planının yoğun olduğu özel amaçlı ağlarda önem kazanmakta ve ölçüt 
matrislerinin oluşum süreci içinde ölçü planım da dikkate alma gereğini ortaya 
çıkarmaktadır. Bu tür bir yapıyı, Çizge Kuramı yardımıyla oluşturmak olanaklı olmaktadır. 

2. ÇİZGE KURAMI 
Çizge Kuramı (Graph Theorie) ile karmaşık yapılı sistemler oldukça basit bir yapı 

içinde gösterilebilmektedir. Bir çizgenin elemanları noktalar ve bu noktalar arasındaki 
ilişkileri gösteren bağlardır. Çizge kuramı ile çözülebilecek problemlerden biri de, noktalar 
arasında uzunluk, zaman, maliyet vb. açıdan optimal olan bir yolun belirlenmesidir. Bu kısa 
açıklamadan da kolayca anlaşılacağı gibi her jeodezik ağ; noktaları çizgenin noktaları 
ölçüler de çizgenin bağları olmak üzere; bir çizge olarak düşünülebilir ve iki ağ noktası 
arasındaki en az ölçü sayısının belirlenmesi de, bir optimal yol problemi olarak ele 
alınabilir/10/. 

Bir G çizgesi, V (v1,v2,.....,vn) noktalar ve U (u1,u2,.....,uk) bağlar cümlesini göstermek 
üzere G=(V,U) şeklinde tanımlanır. u=( vi,,vj) şeklinde tanımlanan bir u bağında v; bağın 
başlangıç, Vj bağın bitiş noktasıdır. c=u(vi,vj) ile her bir bağın değeri (uzunluk,maliyet, 
ağırlık vb) tanımlanır.Buna göre bir çizgede en kısa yol problemi, vi,vj noktaları (vi≠ vj) 
arasındaki yollardan bağlarının değerleri toplamı en küçük olan yolun bulunması, 
problemidir. Bu çalışma içinde bağların (ölçülerin) değerleri ile ilgilenilmeyecek sadece en 
kısa yol içindeki sayıları dikkate alınacaktır. Herhangi iki ağ noktası arasındaki en kısa yol 
içinde yer alan bağların sayısı, bu iki ağ noktası arasındaki komşuluk değerlerini belirtir. Bir 
çizgede optimal (veya en kısa) yolun belirlenmesi için çok sayıda algoritma 
kullanılmaktadır. Ancak burada söz konuşu algoritmaların yapışı üzerinde durulmayacaktır 



Ölçüt Matrislerinin Çizge Kuramına göre otuşturulmasında ilk adım, ağ noktaları 
arasında yukarıda sözü edilen komşuluk değerlerinin belirlenmesidir. Bu değerler çizge 
kuramı île belirlenir ve Komşuluk Matrisi içinde tutulur. Daha sonra ölçü planı uygun 
olarak ağırlıktandırılarak (örn. P=l) ,ağın kofaktörler matrisi hesaplanır ve bu matristen de 
aşağıdaki formülasyonla ağ noktaları arasındaki deneysel korelasyon değerleri belirlenir: 

QXX Kofaktörier matrisi, nokta çiftleri için (4x4) boyutlu alt matrislere ayrılır ve  

dönüşüm operatörleri ile, 

 
şeklinde, enine ve boyuna varyanslara dönüştürülür ve buradan, 

 
ile deneysel korelasyon değerleri hesaplanır. Jeodezik ağ noktaları arasında, n nokta 
sayışım göstermek üzere,birbirinden bağımsız [n(n-1)/2] sayıda enine ve boyuna 
korelasyon değeri hesaplanabilir /3/. 

Hesaplanan bu korelasyon değerleri, noktalar arasında daha önce belirlenmiş 
komşuluk değerleme göre sınıflara ayrılır ve her sınıfın ortalama enine ve boyuna 
korelasyon değeri belirlenir. Ölçüt matrisinin elemanları ise, (6) veya (7) eşitliklerinden biri 
ile hesaplanır. 

 
3. ÖLÇÜT MATRİSLERİ İLE  AĞIRLIK OPTİMİZASYONU 

Ölçüt matrisleri ile ağırlık optimizasyonunun çıkış denklemi,  
şeklindedir Burada Qxx ölçüt matrisini, P bilinmeyen ağırlıklar matrisini göstermektedir. 

Çözüme (9a) denklemi  şeklinde yazılarak ulaşılır. (9b) sistemi, P 
matisinin diagonal olduğu düşüncesinden hareketle ve q=vec(Qxx), p=vecd(P) , d 
tutarsızlık (inkonsistent) parametreler olmak üzere şeklinde düşünülür, dTd-->min amaç 
fonksiyonu ile aranan ölçü ağırlıkları için, 

 

elde edilir. Burada  Khatri-Rao çarpımı, * ise Hadamart çarpımıdır. /10/. 
Çözüm düzeni (9b) ifadesine göre kurulduğu için, sonuç ağırlıkları optimizasyonun ana 

çıkış ifadesi olan (9a) ifadesine dönüştürülmelidir. Bu amaçla (11) ifadesi ile elde edilen 
ağırlıklara, [ p = λ p ] doğrusal dönüşümü uygulanır: 
 

olmak üzere  amaç fonksiyonu ile, λ için: 
Ölçüt matrisinin tümüne uyum amaçlanırsa, 



 
 
Ölçüt matrisinin ana köşegenine uyum amaçlanırsa, 

 
elde edilir . Ağırlık optimizasyonu için verilen bu çözüm yöntemi, U-m yöntemi olarak 

isimlendirilir/6/. 
 
Ölçüt matrisleri regüler matrislerdir. Serbest ağların optimizasyonunda ölçüt matrisleri, 

rank düşüklüğü ağda planlanan ölçülere bağımlı olan tekil normal denklemler matrisi ile 
karşılaştırılacaktır. Bu nedenle serbest ağların optimizasyonunda Qxx ölçüt matrisi 

 
şeklinde ifade edilen S-Dönüşümü ile ağın datumuna dönüştürülmelidir. Burada S^ 

matrisi dönüşüm matrisidir /5/. 
 
4. TEST AĞI ÜZERİNDE UYGULAMA 
 
Bu bölümde, yukarıda oluşum süreci açıklanan iki tür ölçüt matrisi ile gerçekleştirilmiş 

olan ağırlık optimizasyonu çözümleri karşılaştırılmıştır. Test ağı olarak; tamamı pilye 14 
noktadan oluşan, ölçü planı 75 kenar ve 150 doğrultu ölçüşü olmak üzere toplam 225 ölçü 
içeren, Taşkesti Yatay Kontrol Ağı alınmıştır. Optimizasyon çözümlerinde kenar ölçüleri 
için tek tek ağırlıklar, doğrultu ölçüleri için grup ağırlıkları, ağ noktalarının konum 
doğrulukları için ise 2 mm amaçlanmıştır. Test ağı Şekil 1. de , ölçü planından çizge 
kuramı ile hesaplanmış olan ağın Komşuluk Matrisi ile birlikte verilmiştir. 

Taylor-Karman Yapısındaki ölçüt matrisinin oluşturulmasında karakteristik mesafe 
olarak d=100 m alınmıştır. Çizge Kuramına göre ölçüt matrisinin oluşturulması için gerekli 
olan ortalama enine ve boyuna korelasyon değerleri, P=l alınarak, (5a,b) ifadeleri ile 
hesaplanmıştır. 

 
Bölüm 3 ' de formülasyonu verilen optimizasyon çözümü iki aşamada gerçekleştirilir. 

İlk aşamada en genel ölçü planı ile çözüm yapılır. İkinci aşamada ise, ilk aşamada elde 
edilen çözümden negatif ve çok küçük ağırlıklı ölçüler teker teker ölçü planından çıkarılır. 
Bu süreç içinde, başlangıçta hesaplanmış olan Taylor-Karman yapısındaki ölçüt matrisleri 
değiştirilmeden   kullanılır. Buna karşılık çizge matrisleri, ölçü planından çıkarılan ölçüler 
nedeniyle değişebilecek komşuluk değerlerine göre yeniden hesaplanmalıdır. Bu nedenle 
Çizelge 1. de verilmiş olan ortalama korelasyon değerlerine başlangıç değerleri olarak 
bakmak gerekir. 

 
 
 
 
 



 
Şekil 1. Test Ağı Ölçü Planı ve Ağ Noktaları Arasındaki Komşuluk Matrisi 
 
Çizelge.1. Ağ Noktaları Arasında, Çizge Kuramı ile Hesaplanan Ortalama Korelasyon 

Değerleri. 

 
Her iki tür ölçüt matrisi ile gerçekleştirilen ağırlık optimizasyonuna ilişkin çözüm 

sonuçları Çizelge 2. de verilmiştir.   Çizelgeden de kolayca görülebileceği gibi, denetleme 
ölçütlerinde ortaya çıkan farklar, çözüm sonuçlarının birbirlerine karşı olan durumlarını 
önemli oranda etkileyecek büyüklükte değildir. Ancak dikkate değer bir durum, TK yapılı 
matrislerde özellikle de Homojen Isotrop yapıda oldukça yüksek doğrulukla ölçü yapılması 
( [ P ] ) gerektiğidir. Buna karşılık çizge yapısındaki matrislerde , amaç fonksiyonunun 
daha düşük bir doğrulukla gerçeklendiği görülmektedir. 

Çizelge sonuçlarına ekonomik ölçü planı açısında bakıldığında, özellikle Çizge Tam -
İsotrop yapıda oldukça ekonomik bir ağ tasarımının elde edilmesi dikkat 
çekicidir.Optimizasyon sonuçlarının grafik gösterimi Şekil 2 'de verilmiştir. 

 

 



5. SONUÇ 
 
Jeodezik ağların optimizasyonunda ölçüt matrislerinin amaç fonksiyonu olarak 

alınmasında, problemin çözümünde uygulanacak algoritmalar kadar, ölçüt matrisinin 
oluşturulması da önemli olmaktadır. Korelasyon fonksiyonları kullanılarak ölçüt 
matrislerinin oluşturulmasında problem, ağ noktaları arasındaki matematiksel 
korelasyonun, gerçekleştirilebilecek bir ağ yapışma uygunluğunun sağlanabilmesi için, 
ölçüt matrisinin hesabında kullanılan karakteristik mesafenin uygun seçimi konusunda 
yoğunlaşmaktadır. 

Oysa, özellikle deformasyon analizi amacına yönelik yoğun ölçü elemanı içeren 
jeodezik ağlarda, söz konuşu korelasyonların noktalar arasındaki uzaklıkla doğru olarak 
ifade edilmesi mümkün olmamaktadır.   Bu nedenle bu çalışmada, ağ noktaları arasındaki 
jeodezik bağları ön plana çıkaran, çizge kuramı ile oluşturulmuş ölçüt matrisleri de göz 
önüne alınmış ve sonuçlar karşılaştırılmıştır. 

Seçilen test ağı üzerinde iki tür ölçüt matrisi ile yapılan incelemeler, bu geometrik 
yapıya benzer yapıdaki ağlarda, çizge kuramı ile oluşturulmuş ölçüt matrislerinin 
kullanılmasının daha yerinde olacağı sonucunu vermektedir. 

 
 



 

 


