OLGUT MATRISLERININ ELDE EDILMESINDE GiZGE
KURAMININ KULLANILMASI
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OZET

Geleneksel anlamda kabul edilen Taylor-Karman yapisindaki 6lgit mathsierinde
jeodezik ag noktalari arasindaki iligskiler, 6l¢i planindan bagimsiz olarak korelasyon
fonksiyonlari ile ifade edilmektedir. Bu galismada, olgu planim da dikkate alan ve ¢izge
kurami ile olusturulmus 6lgut matrisleri konu edilmistir.

ABSTRACT

The relationship between the points ofthe geodetic network, in critenon matrices with
its traditionally structure Taylor-Karman, is explained with correlation functions
independent from the obscivation plan. in this study, the critenon matrices constituted with
graph theory and which takes the observation plan into consideration, is the subject.

1. GIRIS

Jeodezik aglarin optimizasyonunda tasarim asamasinda olan agin, sonugta elde
edilecek Kofaktorier (ya da Varyans-Kovaryans) matrisinin ideal bir matrise uygun olmasi
amaglanir. Agin  bilinmeyenlerinin ve bunlardan tiretilebilecek fonksiyonlarinin hata
durumlari n | ifade eden bdyle bir matris Olgiit Matrisi olarak isimlendirilir ve bu matris
optimizasyonda amag fonksiyonu olarak kullanilir/1/.

Jeodezik aglar icin ideal durum Homojen-Isotrop ag yapisi, yani hata elipslerinin agin
her noktasinda ayni buyuklukte hata daireleri olmasidir. Teorik agidan, dl¢cut matrisi olarak
birim matris alinarak bu sonucu elde etmek mumkundur. Ancak birim matrisle ag noktalari
arasindaki korelasyonlari ifade etme olanagi yoktur. Bu nedenle noktalar arasindaki
korelasyonlarin Korelasyon Fonksiyonlari lle ifadesi yoluna gidilmigtir. Bu sekilde
olusturulmus en temel yapi Taylor-Karman (Homojen isotrop yapi) olarak bilinen yapidir ve
temel ¢ikis denklemi,
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seklinde ifade edilir /4/. Burada: Ax (iki ag noktasi arasindaki koordinat farki; (r,r') iki ag
noktasinin yer vektoru ; |r - r'| iki ag noktasi arasindaki uzaklik ve & Kronecker gosterimi
anlamindadir. ®7 Enine (Transversal), ®_ ise Boyuna (Longitudinal) normlandiriimis
korelasyon fonksiyonlaridir ve hata elipslerinin daire bigciminde olmasi isteminin dogal
sonucu olarak ,
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olur ve
r# 0igin, ®_ (r) ve P (r) buylklUkleri belirlenmeye galisilir.
Q,« Olcut matrisi,
Qx_r = cD[j ( r) (3)
seklinde

iki nokta tensor fonksiyonu olarak géz oniine alinir. ®j (r) tensor fonksiyonu ise, ®_ (r) ve ®t (r)
seklinde noktalar arasindaki uzakhda bagimli olarak deyimlendirilen iki fonksiyonla tanimlanir /7/.

Jeodezik aglarda kofaktérler matrisi pozitif yari definit matrislerdir. Bu nedenle, yerine
kullanilacak olan dl¢it matrisleri de ayni cebrik dzelligi tagimali diger bir deyisle secilen korelasyon
fonksiyonu da pozitif definit bir fonksiyon olmalidir. TK- Yapisindaki 6l¢lit matrislerinin hesabinda
da korelasyon fonksiyonu olarak pozitif definit bir fonksiyon
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el Modeli kullanilir. Burada Ky, I1.TUr 1.Dereceden Degistirilmis Bessel Fonksiyonu;
r ag noktalari arasindaki uzaklik; d ise karakteristik mesafe olarak tanimlanir /21.

Taylor-Karman yapisindaki olgit matrisleri, Potansiyel (P-Tipi) veya Turbulans (T-Tipi) olmak
Uzere iki tipte olusturulmaktadir. Burada formdiller P-Tipi icin verilmistir. T-Tipine dénds igin
korelasyon fonksiyonlarim  0A.(r)-->0% (r) ve O, (/*)-» O y (r) seklinde degistirmek yeterlidir. Bu
fonksiyonlarin acik ifadesi,
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ir.Ko, 0.Dereceden Il .Tur Degistiriimis Bessel fonksiyonudur. Taylor-Karman yapisindaki bir ol¢it
matrisinin elemanlari, tj i. noktadan j. noktaya aciklik agisim

gOstermek Uzere;
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seklinde hesaplanir.



Sayet korelasyon fonksiyonu olarak, farkli enine ve boyuna korelasyon fonksiyonlari
almak yerine (6) ifadelerinde,

G)T(r) :: (DL(‘F) _ CD(]‘)

—

D, (r)=

seklinde tanimlanan ortalama bir korelasyon fonksiyonu alinirsa, Taylor-Karman yapisinin
Ozel bir tipi olarak, Tam-Isotrop yapi elde edilir. Bu durumda Tam-Isotrop yapidaki bir dlgut
matrisinin elemanlari igin,
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elde edilir /9/

Goraldugu gibi, korelayon fonksiyonlari kullanilarak olgut matrisinin olugturulmasinda
Ol¢u plani dikkate alinmamakta ve aga iligkin bilgi olarak sadece ag noktalarinin yaklagik
koordinatlari ve noktalar arasindaki uzakliklar kullaniimaktadir. Bu tur bir hesaplama
tekniginde, ag noktalar arasinda uzakliklar arttikca dogal olarak korelasyon degerlerinin
de kugulecegi acgiktir. Ancak gercek aglar tzerinde yapilmig olan korelasyon caligmalari da
gOstermigtir ki; eger noktalar Olgulerle direkt olarak birbirlerine baglanmislarsa, aralarindaki
uzakliktan bagimsiz olarak ylksek korelasyon degerleri ortaya ¢ikmaktadir /8/. Bu durum
Ozellikle Ol¢cl planinin yogun oldugu 6zel amacli aglarda énem kazanmakta ve olgut
matrislerinin olugsum sureci icinde Olcu planim da dikkate alma geregini ortaya
cikarmaktadir. Bu tur bir yapiyi, Cizge Kurami yardimiyla olusturmak olanakli olmaktadir.

2. GiZGE KURAMI

Cizge Kurami (Graph Theorie) ile karmasik yapili sistemler olduk¢a basit bir yapi
icinde gosterilebilmektedir. Bir gizgenin elemanlari noktalar ve bu noktalar arasindaki
iliskileri gosteren baglardir. Cizge kurami ile ¢ézulebilecek problemlerden biri de, noktalar
arasinda uzunluk, zaman, maliyet vb. agidan optimal olan bir yolun belirlenmesidir. Bu kisa
aciklamadan da kolayca anlasilacagi gibi her jeodezik ag; noktalari g¢izgenin noktalari
Olcller de gizgenin baglari olmak Uzere; bir gizge olarak dusunulebilir ve iki ag noktasi
arasindaki en az olgu sayisinin belirlenmesi de, bir optimal yol problemi olarak ele
alinabilir/10/.

Bir G cizgesi, V (v1,va,.....,vn) noktalar ve U (u4,uy,.....,ux) baglar cimlesini géstermek
uzere G=(V,U) seklinde tanimlanir. u=( vi,,vj) seklinde tanimlanan bir u baginda v; bagin
baslangi¢, Vj bagdin bitis noktasidir. c=u(v;,vj) ile her bir bagin degeri (uzunluk,maliyet,
agirhk vb) tanimlanir.Buna gore bir gizgede en kisa yol problemi, v;,v; noktalari (vi=v;)
arasindaki yollardan baglarinin de@erleri toplami en kuguk olan yolun bulunmasi,
problemidir. Bu ¢alisma i¢inde baglarin (6lgulerin) degerleri ile ilgilenilmeyecek sadece en
kisa yol igindeki sayilari dikkate alinacaktir. Herhangi iki ag noktasi arasindaki en kisa yol
icinde yer alan baglarin sayisi, bu iki ag noktasi arasindaki komsuluk degerlerini belirtir. Bir
cizgede optimal (veya en kisa) yolun belirlenmesi icin ¢ok sayida algoritma
kullaniimaktadir. Ancak burada s6z konusu algoritmalarin yapigi tUzerinde durulmayacaktir



Olgut Matrislerinin Cizge Kuramina gére otusturulmasinda ilk adim, ag noktalari
arasinda yukarida s6zu edilen komsuluk degerlerinin belirlenmesidir. Bu degerler gizge
kurami ile belirlenir ve Komsuluk Matrisi icinde tutulur. Daha sonra o6lgu plani uygun
olarak agirliktandirilarak (6rn. P=l) ,agin kofaktorler matrisi hesaplanir ve bu matristen de
asagidaki formulasyonla ad noktalari arasindaki deneysel korelasyon degerleri belirlenir:

Qxx Kofaktorier matrisi, nokta ciftleri igin (4x4) boyutlu alt matrislere ayrilir ve
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seklinde, enine ve boyuna varyanslara donusturular ve buradan,
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ile deneysel korelasyon degerleri hesaplanir. Jeodezik ag noktalari arasinda, n nokta
sayisim gostermek Uzere,birbirinden bagimsiz [n(n-1)/2] sayida enine ve boyuna
korelasyon degeri hesaplanabilir /3/.

Hesaplanan bu korelasyon degerleri, noktalar arasinda daha Once belirlenmis
komsuluk degerleme goére siniflara ayrilir ve her sinifin ortalama enine ve boyuna
korelasyon degeri belirlenir. Olgiit matrisinin elemanlari ise, (6) veya (7) esitliklerinden biri
ile hesaplanir.

3. OLGUT MATRISLERI iLE AGIRLIK OPTIMiZASYONU
(4P Ay =0,

Olgiit matrisleri ile agirlik optimizasyonunun cikis denklemi,
seklindedir Burada Qux Olgut matrisini, P bilinmeyen agirliklar matrisini gostermektedir.

T +
Cozume (9a) denklemi ' P ) =0, seklinde vyazilarak ulasilir. (9b) sistemi, P
matisinin diagonal oldugu duslincesinden hareketle ve g=vec(Qx«), p=vecd(P) , d
tutarsizlik (inkonsistent) parametreler olmak Uzere seklinde dusunalir, d'd-->min amacg
fonksiyonu ile aranan o6l¢u agirliklari igin,

p=(A4"*44")" (4"®@4") ¢ (11)

elde edilir. Burada @ Khatri-Rao ¢arpimi, * ise Hadamart ¢carpimidir. /10/.

C6zUm diuzeni (9b) ifadesine gore kuruldugu icin, sonug agirliklari optimizasyonun ana
cikis ifadesi olan (9a) ifadesine donusturilmelidir. Bu amagla (11) ifadesi ile elde edilen
agirliklara, [ p = A p ] dogrusal donisuma uygulanir:

r=vee (Qy = (A" PA)7 )olmak tizere r'r = min. amag fonksiyonu ile, A igin:
Olgut matrisinin timine uyum amaglanirsa,
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Olglit matrisinin ana kdgegenine uyum amaglanirsa,
I= (A" P Ay = (A" P A)Y"
i=[ (_ o ' ] (12b)
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elde edilir . Agirlik optimizasyonu igin verilen bu ¢6zum yontemi, U-m yontemi olarak
isimlendirilir/6/.

Olglit matrisleri regiiler matrislerdir. Serbest aglarin optimizasyonunda 6lglt matrisleri,
rank dusukligu agda planlanan Olgulere bagimh olan tekil normal denklemler matrisi ile
karsilastirilacaktir. Bu nedenle serbest aglarin optimizasyonunda Qxx Olgut matrisi

g.) x S'GG Qﬁcx S({?‘G (1 3)

seklinde ifade edilen S-Doénudsimu ile agin datumuna doénadstirilmelidir. Burada S?
matrisi donusum matrisidir /5/.

4. TEST AGI UZERINDE UYGULAMA

Bu bolumde, yukarida olusum sureci agiklanan iki tir olgut matrisi ile gerceklestirilmis
olan agirlik optimizasyonu ¢ézumleri karsilastiriimistir. Test agi olarak; tamami pilye 14
noktadan olusan, Olgu plani 75 kenar ve 150 dogrultu 6lgusu olmak Uzere toplam 225 dlgu
iceren, Tagkesti Yatay Kontrol Agi alinmistir. Optimizasyon ¢ézumlerinde kenar odlguleri
icin tek tek agirliklar, dogrultu Olguleri i¢cin grup agirliklari, ag noktalarinin konum
dogruluklar i¢in ise 2 mm amaglanmistir. Test agi Sekil 1. de , Olgu planindan gizge
kurami ile hesaplanmis olan agin Komsuluk Matrisi ile birlikte verilmigtir.

Taylor-Karman Yapisindaki o6lgit matrisinin olusturulmasinda karakteristik mesafe
olarak d=100 m alinmigtir. Cizge Kuramina gore olgut matrisinin olusturulmasi igin gerekli
olan ortalama enine ve boyuna korelasyon degerleri, P=I alinarak, (5a,b) ifadeleri ile
hesaplanmigtir.

Bolum 3 ' de formulasyonu verilen optimizasyon ¢6zumu iki asamada gergeklestirilir.
ilk asamada en genel éIcl plani ile ¢dziim yapilir. ikinci asamada ise, ilk asamada elde
edilen ¢c6zimden negatif ve ¢cok kuguk agirlikh dlgller teker teker 6lgt planindan cikarilr.
Bu slre¢ icinde, baslangigta hesaplanmig olan Taylor-Karman yapisindaki olgut matrisleri
degigtiriimeden  kullanilir. Buna karsilik gizge matrisleri, 6lgu planindan ¢ikarilan oOlguler
nedeniyle degisebilecek komsuluk degerlerine gore yeniden hesaplanmalidir. Bu nedenle
Cizelge 1. de verilmis olan ortalama korelasyon degerlerine baslangic degerleri olarak
bakmak gerekir.
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Sekil 1. Test Ag1 Olcl Plani ve AJ Noktalari Arasindaki Komsuluk Matrisi

Cizelge.1. Ag Noktalar Arasinda, Cizge Kurami ile Hesaplanan Ortalama Korelasyon
Degerleri.

Sinif No. | Ort. Boyuna Kor. |  Ort.Enine Kor.
1 -0.09304614 -0.01919702
2 -0.13431629 -0.08025194

Her iki tar Olglit matrisi ile gergeklestirilen agirhk optimizasyonuna iliskin ¢dzim
sonugclari Cizelge 2. de verilmistir. Cizelgeden de kolayca gorilebilecegdi gibi, denetleme
OlclUtlerinde ortaya ¢ikan farklar, ¢6zim sonuglarinin birbirlerine karsi olan durumlarini
onemli oranda etkileyecek buyuklukte degildir. Ancak dikkate deger bir durum, TK yapih
matrislerde 6zellikle de Homojen Isotrop yapida oldukga yuksek dogrulukla Ol¢u yapiimasi
([ P 1) gerektigidir. Buna karsilik ¢izge yapisindaki matrislerde , amag¢ fonksiyonunun
daha dusuk bir dogrulukla gerceklendigi gortulmektedir.

~ Cizelge sonuglarina ekonomik 6l¢u plani agisinda bakildiginda, ozellikle Cizge Tam -
Isotrop yapida oldukga ekonomik bir ag tasariminin elde edilmesi dikkat
cekicidir.Optimizasyon sonuglarinin grafik gésterimi Sekil 2 'de verilmistir.

Cizelge 2. AGithk Optimizasyonu Cozim Sonuglan. (Amag mp =2 mm hata daireleri)

rlp A(A/B) Kazang (%) Ort. my, [P]
Kor.Fonk.
TK- Yapisi 4.7997 18 23 1.96 233
Tam Isotrop Yapi 5.3872 20. 23 1.91 179
Cizge Matrisi.
TK- Yapist 6.0152 24 23 1.95 156
Tam Isotrop Yap! 6.0086 18 29 1.97 152

rir: Optimizasyon sonucu elde edilen, agin normal denklemleri ile alinan dlgut matrisi
arasindaki sapmalarnn kareleri toplamt.
A(A/ B): Amaglanan hata dairelerinden yiizde olarak ortatama sapma miktar.



5. SONUG

Jeodezik aglarin optimizasyonunda Olglit matrislerinin amag¢ fonksiyonu olarak
alinmasinda, problemin ¢6zUmunde uygulanacak algoritmalar kadar, olgut matrisinin
olusturuimasi da o©Onemli olmaktadir. Korelasyon fonksiyonlari kullanilarak &lgut
matrislerinin  olusturulmasinda problem, ag noktalari arasindaki matematiksel
korelasyonun, gergeklestirilebilecek bir ag yapisma uygunlugunun saglanabilmesi igin,
Olgut matrisinin hesabinda kullanilan karakteristik mesafenin uygun sec¢imi konusunda
yogunlagmaktadir.

Oysa, Ozellikle deformasyon analizi amacina yonelik yogun Olgu elemani igeren
jeodezik aglarda, s6z konusu korelasyonlarin noktalar arasindaki uzaklikla dogru olarak
ifade edilmesi mumkun olmamaktadir. Bu nedenle bu ¢alismada, ag noktalari arasindaki
jeodezik baglari 6n plana ¢ikaran, gizge kurami ile olusturulmus Olgit matrisleri de g6z
onune alinmig ve sonuglar karsilastirilmigtir.

Segilen test ad1 Uzerinde iki tir 6lgut matrisi ile yapilan incelemeler, bu geometrik
yaplya benzer yapidaki aglarda, cizge kurami ile olusturulmus Olgut matrislerinin
kullanilmasinin daha yerinde olacagi sonucunu vermektedir.

TAYLOR - KARMAN HOMOJEN ISOTROP YAP! TAYLOR - KARMAN TAM ISOTROP YAPI

GiZGE HOMOJEN ISOTROP YAPI CIZGE TAM ISOTROP YAPI

Sekil 2. Her iki Tur Olciit Matrisi ile Elde Edilen Ortalama Hata Elipsleri.
Taylor - Karman Yapisindaki Olgit Matrisleri igin Karakteristik Mesafe d= 100 m
e ) Amaclanan Hata Daireleri , (___) Ulasilan Ortalama Hata Elipsleri
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