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ABSTRACT

Computation of triangular networks that exceed a certain limit is made
on the ellipsoidal or projective surfaces. Beside the size and shape of a
network, the computing tools used also have an effect in choosing either of
these two surfaces. This paper discusses the adjustment of a triangular net-

work by geographic coordinates on an ellipsoidal surface.

OZET

Yeryiiziinde belirli bir biyilikliigi asan nirengi aglarinin hesabi elipsoid
veya projeksiyon yilizeylerinde yapilir. Bu iki yilizeyden birinin se¢iminde a-
gin biyilikliigii ve gekli yaninda kullanilan hesaplama araglari da etkili ol-
maktadir. Bu yazida, bir nirengi aginin elipsoid ylizeyinde cografi koordinat-

larla dengelemmesi agiklanmaktadir.

1. GIRIS

Nirengi aglari belirli biiylikliikdeki yeryiizii pargalarini kapsayacak gekil-
de yeryiiziine uygun araliklarla isaretlenmig ve birbirlerine gdre konumlari
belirlenmig noktalardan olugur. Klasik yolla kurulmug {ilke nirengi aglarinda
konum belirleme, yatay ve diigey konum belirleme geklinde birbirinden ayri o-
larak ele alinmaktadir. ABa ait noktalarin hesap yiizeyi olarak secilen bir
referans ylizeyindeki koordinatlarinin hesaplanmasi yatay konumun belirlenmesi
olarak bilinir. Bu amagla yapilmasi gereken iglemler ddrt ana baglik altinda
dzetlenebilir (Giirkan, 1984)

a) Gozlemler yapilir : Yeryliziindeki nirengi noktalarinda gereginden fazla
dogrultu, uzunluk 8lglileri ve astronomik enlem, boylam ve azimut gdzlemleri

yapilir,

b) Elipsoid ve datum segilir : Hesap yiizeyi olarak kullanilacak olan re-

ferans elipsoidinin bigimi, biiylikliiglii ve uzaydaki konumu belirlenir.
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c) Gozlemler indirgenir : Yeryiiziinde gergek cekiil dogrultulari esas ali-
narak yapilan gézlemler, elipsoid ylizeyindeki hesaplamalarda esas alinan jeo-
dezik egriye (hesaplar projeksiyon yilizeyinde yapilacaksa projeksiyon dogrusu-

na) indirgenirler.

d) Koordinat hesaplari yapilir : Hesap ylizeyine indirgenmig tiim gdzlem—
ler kullanilarak, jeodezik koordinatlar gereginden fazla gbzlem olmasi nede-

"

niyle " Enkiicilk kareler " prensibine gdre dengeleme hesabi yapilarak bulu-

nurlar,

Bu yazida, gbdzlemleri yeryiiziinde yapilip referans elipsoidine indirgen-
mig bir nirengi aginin elipsoid yiizeyinde cografi koordinatlarla dengelenme-

si ele alinmaktadir.

2. ELIPSOID YOZEYINDE CO&RAFi KOORDINATLARLA DENGELEME
2.1. Yaklasik Koordinatlarin Bulunmasi

Nirengi aglarinin elipsoid ylizeyinde cografi koordinatlarla (¢,A) dolay-
11 8lgiiler yontemine gdre dengelenmesinde diizeltme denklemlerinin kurulabil-
mesi igin 8ncelikle agda degigken alinan noktalarin yaklagik koordinatlari-

nin (¢O,Ao) bilinmesi gerekir.

Noktalarin yaklagik koordinatlari, varsa biiylik 6lgekli bir haritadan ali-
nabilecegi gibi agda yapilmig 8lgiiler yardimiyla elipsoidde 8nden kestirme
veya uzun kenarli poligon hesabi yapilark bulunabilirler. Yaklagik degerle-
rin hesapla bulunmasi durumunda, 8nce agdaki liggenlerin ekses degerlerinin
ve kenar uzunluklarinin hesaplanmasi gerekir. Bu gekilde hesaplanan deger-
letden ve segilen datum noktasinin koordinatlarindan yararlanarak agdaki

noktalarin yaklagik koordinatlari bulunabilirler.

2.2. Diizeltme Denklemlerinin Kurulmasi

Bir agin dengelemesine iligkin diizeltme denklemlerinin kurulmasinda e-

lipsoid ylizeyine indirgemmig &lgililerle bunlarin kesin degerleri arasinda ;
* Dogrultular igin,

r,, +v. + 2z, = &.
ik ik i ik

¥ Uzunluklar igin,

s -
Sik ¥ Vik T Sik - m
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* Azimutlar igin,

a; * VY = a
ik ik ik
* Enlem ve boylam igin,

=3 A_ s
o, + v, = ¢. , Ai + v, = Ai

geklinde kurulan baglantilardan yararlanilir. Baglantilarda yer alan T,

k ’
Sip Ve %y sembolleri Pi ve Pk nirengi noktalari arasindaki dogrultu, uzun-
luk ve azimut &lgiilerini, bu 8lgiilere getirilecek diizeltmeleride vik s vik

ve V?k gdstermektedir. Ayrica, P, nirengi noktalarindaki enlem ve boylam &1-
glileri @i ve Ai ile, bunlara getirilecek diizeltmeler de v? ve vg ile géste-

rilmigtir., Yine egitliklerde yer alan Ei kesin degerleri noktalarin

s S.
% , A kesin jeodezik koordinatlarindan e?de eé?lebildiklerinden, diizeltme
denklemlerinin kurulug adiminda bilinemezler. Ancak bunlardan d¢ , dA kadar
farkli olan ¢° s A° yaklagik degerleri bilinebilir. Bu yaklagik degerlere
gére (1) egitliklerinin Taylor serisine aginimlari yapilip 2., ve daha yiiksek
dereceden terimlerin ihmal edilmesiyle

¥ Dogrultular igin, _
aai da aa do

r _ o k ik ik ik
Toe Vi Y% T %k Y3, 995 tan, Pyt a0 e N
i i k k
¥ Uzunluklar ig¢in,
s 3s, s s
s o) ik ik ik ik
s,, +v., =18, +——d¢. + da. do dA
ik ik ik 3¢i i Bki i 3¢k k BAk k
(2)
* Azimutlar igin,
3a da. 3a 30,
o 0 ik ik ik 1k
= + +
“ik T Vik T %k T 3g, YT R TETY e T, P

* Enlem ve boylam igin,

® _ o A _ o
Oy F vy Sy v Aoy, Ay vy S Ay Ay

birinci dereceden dogrusallagtirilmig egitlikleri bulunur. Buradaki agk s

] yaklagik degerleri Pi ve P, noktalarinin yaklagik jeodezik koordinatla-

o
ik k
rindan hesaplanir. Ayrica, bu egitliklerdeki d¢ ve dX 'nmin katsayilari, elip-
soid yiizeyindeki Pi ve Pk noktalarinin belirledigi jeodezik egrinin jeodezik
koordinatlara gdre ifade edilen diferansiyel denklemlerinden tiiretilirler

(Helmert,1880), (Jordan-Eggert, 1941), (Rapp, 1980) :
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Baik Mk Sin %k dm

= (""‘") ’
a¢i my ds "k
Baik _ Nk Cos ¢k Cos Oi
- bl
BAi mik
Baik _ Mk Sin aki
- b
0y Mk
Baik _ Nk Cos ¢k Cos aki
== )
N Bik
(3)
3s.
ik
a¢i = - Mi Cos aik s
3s.
ik _ .
Bki = Ni Cos ¢i Sin % .
3s.
ik
7, = M 008 g ,
ds.
ik _ .
akk = Nk Cos ¢k Sin o ,

Formiillerdeki ag Ve o sembolleri jeodezik egrinin P, ve P noktalarindaki

azimutlaradir,
Yukaridaki (3) egitliklerinin (2) é§it1ik1erinde yerlerine konulmasi ve

z, yoneltme bilinmeyeni igin

_ o .
z; = z; + Sin ¢i dAi + dzi

egitliginin dikkate alinmasiyla, diizeltme denklemi olarak
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Dogrultular igin,

s

L1 L . ¥
r Mi Slg LI am : Nk Cos ¢k Cos i
Vig == 423+ T4 (e e d9p + (
ik ik
Mk Sin aki Nk Cos ¢k Cos aki r
+ — d¢k - dkk - 1.k
ik ik .
¥ Uzunluklar igin,
s M Ny
Vi T e Cos oy d¢i —7;— Cos¢>i Sin CTN dAi -
Nk s
e Cos aki d¢k - B—-Cosd)k Sin o dAk - 1ik
(4)
* Azimutlar igin,
o _ Mi Sin aik dm Nk Cos¢)k Cos %
V., = (=2 d¢p. + dxr. +
ik m. ds "k i m. 1
ik ik
in @
Mk Sin ki Nk Cosd)k Cos aki o
+ — d¢k - dkk - lik
Tik Mik
¥ Enlem ve boylam igin,
Vo a, - 10, Hea, -1
i i i i i

elde edilir, Bu denklemlerdeki sabit terimler, zz yoneltme bilinmeyeninin

yaklagik degeri olmak tizere

r = _ o)
-l Tt T (o
- la = 0 - ao

ik ik T %k °

geklindedir, Formiillerdeki M., N, M , N

nin Pi ve P, noktalarindaki

k
nin indirgenmig uzunlugudur

o s _ _ .0
23 s Tl T Sie T Sik
14 o "% o Tk AT
" sembolleri referans elipsoidi-

ana egrilik yarigaplaridar. m, jeodezik egri-

ve
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22 .

sik ) Ri & Sin 2¢i Cos %ix (

R. 6 R.
i i

m. = Ri Sin (

baglantisiyla hesaplanabilir (8zbenli, 1972). (dm/ds)k diferansiyel orani
am Ni Cosd>i Cosaik m
(= - *

Nk Cosd>k Cosaki Nk Cosao.

ik £a0Py

ki

bagintisindan bulunur (Jordan - Eggert, 1941).

2.3. Kosul Denklemlerinin Kurulmasi

Nirengi aglarinin dengelenmesinde, 8lgiilerle bulunan azimut ve kenarlar-
dan bazilarinin ve belirli noktalarin koordinatlarinin degismemesi, bagka bir
deyigle hatasiz kabul edilerek sabit alinmasi gerekebilir. Bu durumda, bun-

lar dengeleme igleminde kogul olarak yer alir. Bunlardan azimut ve kenar ko-

sulu (4) diizeltme denklemlerinde vik =0 ve vgk = 0 alinarak elde edilen
Mi Ni
e Cosaik d¢i i Cos¢i Slnaik dxi -
Nk s
- — - — 1 . + N =
5 Cosaki d¢k 5 Cos¢k S1nakl dAk ik 0
ve
Mi Slnaik am Nk Cos¢k Cosaki
(T )k 9 * By
ik . ik
(5)
Sino, . N, Cosé¢, Cosa, .
+ Mk i dé _ k k ki dx + W =0
m. k m, k ik
ik ik
. s _ 0 _ o _ o _ . _
denklemleriyle saglanir, Burada Vi T Sik Sie Ve Vi T %4k T %4k dir. Sa

bit nokta kogulu ise koordinatlari sabit alinmasi istenen P, noktalari igin

d¢; =0 , da; =0 (6)

seklinde yazilan denklemlerle yerine getirilir.

Yukarida belirtilen kogullardan higbirinin yer almadigi ag dengelemesinde
kurulacak normal denklem katsayilar matrisi singiiler olur ve bu gibi aglarin

dengelemesi "Serbest ag dengelemesi" adiyla bilinen gekilde yapilir. Eper da-

70



yali ag dengelemesi yapilacaksa, agin dig parametrelerini (konumunu, &lge-
gini ve y®niinli]) belirlemeye yetecek kadar kosul (sadece dogrultu 8lgiisii ya~
pilan aglarda iki ¢ift sabit nokta kogulu veya bir nokta ig¢in sabit nokta
koguluna ilave olarak bir azimut ve bir kenar kogulu, dogrultu &lgiisli yanin-
da uzunluk 8lgiisii de yapilan aglarda bir ¢ift sabit nokta ve bir azimut ko-
sulu, azimut &lglisii de yapilmig ise sadece bir ¢ift sabit nokta kogulu) den-

geleme iglemine dahil edilmelidir,

2.4. Agirliklarin Belirlenmesi

Nirengi aglarinin dengelenmesinde bir bagka sorun da agdaki &lgililere
iligkin agirliklarin belirlenmesidir. Afirligin genel tanimina gdre; orta-
lama hatasi m, olan bir 8lgiiniin agirlig: p; ve ortalama hatasi mj olan bir

6lgilinlin agirlig pj ise bunlar arasinda

iligkisi vardir. Buna gdre bir agdaki Sigiilerin agirliklarinin belirlenme-

sinde p; =1 birim ve m, =c gibi bir sabit alinarak

* m duyarligindaki bir dogrultu igin p,. = c/ mi

.. . . 2

* m, duyarligindaki bir uzunluk ig¢in p, = c/ m

* m duyarligindaki bir azimut igin P, = c/ mé
*m m, duyarligindaki enlem, boylam igin = c/ m2 p, = ¢/ m2
¢,A y ’ y 9 pq) ¢’A A

bagintilari kullanilabilir. Agirlik birimlerinin segiminde ilgili diizeltme

denklemlerinin katsayilarinin biriminden yararlanilir.

2.5. Bilinmeyenlerin Hesab1

Nirengi aglarinda gereginden fazla ve farkli agirlikta Slgliler yapildi-
gindan bilinmeyenlerin ( d¢ , dX ) tek anlamli ¢&ziimii aligilagelen yol olan

enkiiglik kareler ilkesine ( vipy = min., ) yapilir.

Hi¢ bir kogulu icermeyen serbest aglarin dengelemesinde 8ncelikle biitiin
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8lglilere iligkin olarak yazilan (4) diizeltme denklemleri ig¢in v = Ax - 1

ve Slglilerin agirliklari igin P = in matris gésterimi kullanilarak

ATpAx - ATP1 = 0 €

normal denklemleri kurulur. Bu normal denklemlerin ¢dzilimiinden yaklagik koor-
dinatlara getirilmesi gereken diizeltmeleri ( d¢ , dX igeren x bilinmeyenler

vektord,
x = ( Apa)t aTp1 (8)

geklinde bulunur. Buradaki (ATPA)+ gbsterimi singiiler olan (ATPA) matrisi-

nin Pseudo invers y®ntemiyle alinan inversini simgelemektedir.

Agin dig parametrelerini belirlemeye yetecek kadar kogulun yer aldig:
dayali ag dengelemesinde, bilinmeyenlerin hesabi degigik yollarla yapilabi-
lir,

Bu yollardan birisinde, dncelikle, yazilan (5) ve/veya (6) kogul denk-
lemlerinden, kogul denklemleri kadar bilinmeyen gekilip diizeltme denklemle-
rinin ilgili terimlerinde yerine konarak kogul denklemi kadar bilinmeyen
elimine edilir. Sonra da kogul denklemi kadar bilinmeyenin elimine edildigi

(4) diizeltme denklemlerinden
ATpax - ATp1 = 0 (9)

seklinde kurulan normal denklemlerinin g¢&zilimiinden, elimine edilen bilinme-

yenler digindaki x bilinmeyenler vektdri

1

x = ( ATpay"L ATp1 (10)

olarak elde edilir. Elde edilen bilinmeyenler yardimiyla diizeltme denklem—

lerinde elimine edilen bilinmeyenler de (5) ve/veya (6) kogul denklemlerin-

den bulunur,

Gozlim yollarinin digerinde, (5) ve (6) kosul denklemleri igin Bx + w = 0
matris g&sterimi kullanilarak diizeltme denklemleri ile kogul denklemlerinden

normal denklemler

T

ATPAx + B'K - ATPl

0

(11)
BX + w=20

geklinde kurulur. Bu normal denklemler
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c-|Ara_ 8 - N
B 0 s Y ’ -

gbsterimi kullanilarak

Cy-L=0 (12)
gsekline ddniigtiiriiliirse, x koordinat bilinmeyenlerini ( d¢ , d\ ) ve K kore—
latlarini igeren y vektdri

y=C L (13)
olarak bulunur. (11) normal denklemlerinin bagka bir coziimiinden K vektdrii
+ BT }—1

K = { B(ATPA) { w+ BPA)Y ATp1 3 (14)

olmak {izere, koordinat bilinmeyenlerini ( d¢ , dx ) igeren x vektdri

x=- " (8% - aTr1) (15)
seklinde de elde edilebilir,

x vektdriinde yer alan d¢ , dA degerleri ilgili noktalarin yaklasik jeo-

dezik koordinatlarina

o

¢ + do

A%+ dax

¢
(16)

A

seklinde eklenerek noktalarin kesin jeodezik koordinatlari (¢ , A ) bulunur.
Agdaki nokta sayisinin fazla olmasi, bagka bir ifade ile normal denklemin
boyutunun biiylik olmasi durumunda, ¢dziim i¢in Helmert bloklara ayirma ydnte-

minden yararlanilabilir (Vanicek - Krakiwsky, 1982), (Serbetc¢i, 1972).

Agin duyarlik ydniinden incelenmesinde, ilgili egitliklerde genel hata
yayilma kuralina g8re tiiretilen bilinmeyenlere iligkin agirlik katsayilari
ters matrisi ( QXx ) ile aga iligkin &nciil ve soncul karesel ortalama hata-
lardan yararlanilarak yerel aglarda izlenen yollar izlenir (Oztiirk, 1986).
Ancak bilinmeyenlerin ( d¢ , d\ ) birimine uygun olarak hesaplanan QXX mat-
risinin elemanlari aci biriminde oldugundan bunlarin uzunluk birimine d&niig-

tiirtilmeleri, geometrik anlam bakimindan gereklidir (Dilaver, 1985).

3. SONUC

Birkag meridyen ve paralel dairesini &rtecek biiylikliikte kurulan nirengi
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aglarinin dengelenmesi yerel aglarin dengelenmesinde hesap yiizeyi olarak ka-
bul edilen diizlem yiizeylerde yapilamaz., Bu aglarin dengelenmesi kuruldukla-
r1 alanmin genig olmasi nedeniyle ancak bir projeksiyon yiizeyinde ya da elip-
soid yiizeyinde yapilabilir, Hesaplama arag¢larinin geligmedigi yillarda bu
aglarin dengelenmesinde elipsoid yerine projeksiyon yilizeyleri tercih edilir-
di. Ancak hesaplama araci olarak bilgisayarlarin kullanilmaya baglanmasiyla
elipsoid yiizeyinde hesap yapmak sorun olmaktan g¢ikmigtir,

Hesap yilizeyi olarak elipsoidin segilmesi, afin biiyiikliigii ve geklinden
otiirli projeksiyon yiizeylerinin segiminde kargilagilan giligliikleri ortadan
kaldirmaktadir. Bu nedenle, bSyle aglarin elipsoid yiizeyinde dengelenmesi
tercih edilmeli, projeksiyon koordinatlarina ihtiya¢ duyulmasi durumunda
elipsoid ylizeyinde hesaplanan koordinatlarin projeksiyon yilizeyine indirgen-

mesi yoluna gidilmelidir,
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