
ABSTRACT 

NtRENGt A~LARININ ELtPSOID YOZEYINDE DENGELENMESI 
, "'ili'-" 

As1an DILAVER 
Ce1alettin KARAALI 

computation of triangular networks that exceed a certain limit is made 

on the ellipsoidal or projective surfaces. Beside the size and shape of a 

network, the computing tools used also have an effect in choosing either of 

these two surfaces. This paper discusses the adjustment of a triangular net

work by geographic coordinates on an ellipsoidal surface. 

aZET 

Yer.ylizlinde belirli bir bliyliklligli a§an nirengi aglar~n~n hesab~ elipsoid 

veya projeksiyon ylizeylerinde yap~l~r. Bu iki ylizeyden birinin se~iminde a

g~n bliyliklligli ve §ekli yan~nda kul13n~lan hesaplama ara~lar~ da etkili 01-

maktad~r. Bu yaz~da, bir nirengi ag~n~n elipsoid ylizeyinde cografi koordinat

larla dengelenmcsi a~~klanmaktad~r. 

1. GIRlS 

Nirengi aglan belirli bliylikllikdeki yerylizli parc;alann~ kapsayacak §ekil

de yerylizline uygun aral~klarla i§aretlenmi§ ve birbirlerine gore konl~lar~ 

belirlenmi§ noktalardan olu§ur. Klasik yolla kurulmu§ lilke nirengi aglar~nda 

konum belirleme, yatay ve dli§ey konum belirleme §eklinde birbirinden ayr~ 0-

larak ele al~nmaktad~r. Aga ait noktalar~n hesap ylizeyi olarak se~ilen bir 

referans ylizeyindeki koordinatlar~n~n hesaplanmas~ yatay konumun belirlenmesi 

olarak bilinir. Bu amac;la yap~lmas~ gereken i§lemler dart ana ba§l~k alt~nda 

ozetlenebilir (Glirkan, 1984) : 

a) Gozlemler yap~l~r : Yerylizlindeki nirengi noktalar~nda gereginden fazla 

dogrultu, uzunluk olC;lileri ve astronomik enlem, boylam ve azimut gozlemleri 

yap~ltr. 

b) Elipsoid ve datum sec;ilir : Hesap ylizeyi olarak ktJllan~lacak olan re

ferans elipsoidinin bic;imi, bliyliklligli ve uzaydaki konumu belirlenir. 
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c) Gozlemler indirgenir : Yeryiiziinde gerc;ek c;ekiil dQ1!;rultu!arl. esas al;J.,

narak yap~lan gozlemler, elipsoid yiizeyindeki hesaplamalarda esas al~nan jeo

dezik e1!;riye (hesaplar projeksiyon yiizeyinde yap~lacaksa projeksiyon do1!;rusu

na) indirgenirler. 

d) Koordinat hesaplar~ yap~l~r : Hesap yiizeyine indirgenmi§ tiim gozlem

ler kullan~larak, jeodezik koordinatlar gere1!;inden fazla gozlem olmas~ nede

niyle " Enkiic;iik kareler " prensibine gore dengeleme hesab~ yap~larak bulu

nurlar. 

Bu yaz~da, gozlemleri yeryiiziinde yap~l~p referans elipsoidine indirgen

mi§ bir nirengi a1!;~n~n elipsoid yiizeyinde co~rafi koordinatlarla dengelenme

si ele al~nmaktad~r. 

2. ELiPSOID YOZEYINDE CO~RAFi KOORDiNATLARLA DENGELEME 

2.1. Yak1a$lk Koordinat1arln Bu1unmaSl 

Nirengi a1!;lar~n~n elipsoid yiizeyinde co1!;rafi koordinatlarla ($,\) dolay

l~ olc;iiler yontemine gore dengelenmesinde diizeltme denklemlerinin kurulabil

mesi ic;in oncelikle a1!;da de1!;i§ken al~nan noktalar~n yakla§~k koordinatlar~

n~n ($0,\0) bilinmesi gerekir. 

Noktalar~n yakla§~k koordinatlar~, varsa biiyiik olc;ekli bir haritadan al~

nabilece1!;i gibi a1!;da. yap~lm~§ olc;iiler yard~m~yla elipsoidde onden kestirme 

veya uzun. kenarl~ poligon hesab~ yap~lark bulunabilirler. Yakla§~k de1!;erle

rin hesapla bulunmas~ durumunda, once a1!;daki iic;genlerin ekses de1!;erlerinin 

ve kenar uzunluklar~n~n hesaplanmas~ gerekir. Bu §ekilde hesaplanan de1!;er

letaen ve sec;ilen datum noktas~n~n koordinatlar~ndan yararlanarak agdaki 

noktalar~n yakla§~k koordinatlar~ bulunabilirler. 

2.2. DUze1tme Denk1em1erinin Kuru1masl 

Bir a1!;~n dengelemesine ili§kin dlizeltme denklemlerinin kurulmas~nda e

lipsoid ylizeyine indirgenmi§ olc;lilerle bunlar~n kesin de1!;erleri aras~nda ; 

* Dogrultular ic;in, 

r 
r ik + v ik + zi a ik 

* Uzunluklar ic;in, 

(1) 
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* Azimut1ar i~in, 

* En1em ve boylam i~in, 

!P. + v~ = " 
1 1 'f'i' 

A A. + v. 
1 1 

X-
l 

§eklinde kurulan baglant1lardan yararlan1l1r. Baglant1larda yer alan r ik ' 

sik ve a ik sembolleri Pi ve Pk nirengi noktalar1 aras1ndaki dogrultu, uzun

luk ve azimut ol~lilerini, bu ol~lilere getirilecek dlize1tmeleride vIk ' v~k 
a 

ve v ik gostermektedir. Ayr1ca, Pi nirengi noktalar1ndaki enlem ve boylam 01-

~lileri !P. ve A. ile, bunlara getirilecek dlizeltmeler de v~ ve v~ i1e goste-1 1 1 1 
rilmi§tir. yine e§itliklerde yer alan a ik ' sik kesin degerleri nokta.lann 

~ , X kesin jeodezik koordinat1ar1ndan elde edilebildiklerinden, dlizeltme 

denk1emlerinin kuru1u§ ad1m1nda bi1inemez1er. Ancak bun1ardan d<p , dA kadar 

fark11 olan <po , AO yak1a§lk deger1eri bi1inebilir. Bu yakla§lk deger1ere 

gore (1) e§it1ik1erinin Taylor serisine a~ln1m1ar1 yap111p 2. ve daha yliksek 

dereceden terimlerin ihma1 edi1mesiy1e 

* Dogrultu1ar i~in, 
aU· k aUik aa· k aa1·k o + __ 1_ d<p + dA + _1_ d<p dA 

a ik a<P i i ~ i a<Pk k + ~ k 

* Uzun1uk1ar i~in, 

aSik dS ik as .k s 0 + __ 1_ d<p 
Sik + vik = sik +~d<Pi + ar:- dAi 

1 1 a<Pk k 

* Azimut1ar i~in, 

a 0 
aU ik 

a ik + vik = a ik +--
a<P i 

* En1em ve boy1am i~in, 

!P. + v~ = <P~ + d<P 1. 111 

aUik aa ik 
d<P i +~dAi +~d<Pk 

1 k 

A. + v~ = A~ + dA. 111 1 

as .k 
+~dAk 

k 

aa·ik 
+~dAk 

k 

(2) 

birinci dereceden dogrusa11a§tlr11ml§ e§it1ik1eri bu1unur. Buradaki a~k ' 

s~k yak1a§lk deger1eri Pi ve Pk noktalar1n1n yak1a§lk jeodezik koordinatla

rlndan hesap1an1r. Ayrlca, bu e§it1iklerdeki d<p ve dA 'nln katsay11ar1, e1ip

soid ylizeyindeki Pi ve Pk nokta1ar1nln be1irledigi jeodezik egrinin jeodezik 

koordinat1ara gore ifade edi1en diferansiye1 denk1emlerinden tlireti1irler 

(He1mert,1880), (Jordan-Eggert, 1941), (Rapp, 1980) : 
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dC!ik ~ Sin C!ik dm 

d~i mik 
(crs)k 

da ik Nk Cos ~k Cos C!ki 
dA. mik 

~ 

da ik ~ Sin C!ki 

d~k mik 

(lC!ik Nk Cos ~k Cos C!ki 
dAk mik 

(3) 

(lsik 
M. Cos (ldl. - - C!ik ~ 

.~ 

dS ik 
N. Cos ~. Sin C!.k dA. ~ ~ ~ 

~ 

Formullerdeki C!ik ve C!ki sembolleri jeodezik egrinin Pi ve Pk noktalarlndaki 

azimutlar~dlr. 

Yukar~daki (3) e§itliklerinin (2) e§itliklerinde yerlerine konulmas~ ve 

z. yoneltme bilinmeyeni i~in 
~ 

z. = z~ + Sin~. dA. + dz. 
~ ~ ~ ~ 1 

e§itliginin dikkate al~nmas~yla. dlizeltme denklemi olarak 
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* Dogrultular i~in, 
' , ;t' 

M. i Cos Sir Nk'Cos' a ik ~k aki r dz. l. dm 
d~i ( -Sin vik + (&\ + ~.) l. mik mik l. 

~ Sin aki Nk Cos ~k Cos aki 
d~k + 

* Uzunluklar i~in, 

M. s l. Cos a ik vik = 
p 

~ Cos aki p 

* Azimutlar i~in, 

Mi Sin a ik 
mik 

C1. 

mik 

d~. l. 

d~k 

~ Sin ki 
d~k 

* Enlem 

<I> v. l. 

+ mik 

ve boylam i~in, 

l~ l. 

mik 

N. 
l. 

Cos~. Sin a. k dA. 
P l. l. l. 

Nk 
Sin aki dAk - s - - Cos~ lik p k 

II v. l. 

Nk Cos~k 

dA. l. 

mik 

Cos aki 
dAk 

l~ l. 

dAk 

dA. + l. 

a 
lik 

- r 
lik 

(4) 

elde edilir. Bu denklemlerdeki sabit terimler, z~ yoneltme bilinmeyeninin l. 
yakla§l.k degeri olmak tizere 

r 
( 0 0 s 0 

lik r ik - a ik - z. lik sik - sik l. 

a 0 l~ ~~ <1>. l~ A~ A. lik = a ik - a ik -l. l. l. l. l. l. 

§eklindedir. Formtillerdeki Mi ' Ni ' Mk ' Nk sembolleri referans elipsoidi

nin Pi ve Pk noktalarl.ndaki ana egrilik yarl.~aplarl.dl.r. mik jeodezik egri

nin indirgenmi§ uzunlugudur ve 
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= R. Sin 
~ 

( sik ) 
R. 
~ 

+ 
Ri e2 Sin 2$i Cos Qik 

6 
( sik )'4 

R. + •••• 
~ 

bag1ant~s~y1a hesap1anabi1ir (Ozben1i, 1972). (dm/ds)k diferansiye1 oran~ 

mik tan$k 
+------

bag~nt~s~ndan bu1unur (Jordan - Eggert, 1941). 

2.3. KO$ul Denklemlerinin KurulmaSl 

Nirengi ag1ar~n~n dengelenmesinde, ol~U1erle bulunan azimut ve kenar1ar

dan baz~lar~n~n ve be1ir1i noktalar~n koordinatlar~n~n degi§memesi, ba§ka bir 

deyi§1e hatas~z kabul edi1erek sabit al~nmas~ gerekebilir. Bu durumda, bun-

1ar denge1eme i§leminde ko§u1 olarak yer a1~r. Bun1ardan azimut ve kenar ko

§ulu (4) dUzeltme denklemlerinde v~k = 0 ve v~k = 0 al~narak e1de edilen 

ve 

M. 

M. 
~ 

-- COSQ'k d$. 
p ~ ~ 

N. 
~ Cos$. SinQ'k dA. -

p ~ ~ ~ 

SinQik dm Nk Cos$k Cos~i 
~ 

( ds )k d$i + mik mik 

+ 1\ Sin~i 
d$k 

Nk Cos$k COSQki 
dAk mik mik 

o 

dA. + 
~ 

(5) 

+ ct 
0 wik 

s 0 ct 0 denklem1eriyle saglan~r. Burada wik = sik - sik ve wik ctik - ct ik dir. Sa-

bit nokta ko§ulu ise koordinat1ar~ sabit al~nmas~ istenen P. noktalar~ i~in 
~ 

dA. = 0 
~ 

§eklinde yaz~lan denklemlerle yerine getirilir. 

(6) 

Yukar~da belirtilen ko§u11ardan hi~birinin yer almad~g~ ag denge1emesinde 

kurulacak normal denklem katsay~lar matrisi singUler o1ur ve bu gibi aglar~n 

dengelemesi "Serbest ag dengelemesi" ad~yla bilinen §ekilde yap~1~r. El1;er da-
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yal~ a~ dengelemesi yap~lacaksa, a~~n d~§ parametrelerini (konumunu, Ql~e

~ini ve yonUnU) belirlemeye yetecek kadar ko§ul (sadece do~rultu ol~UsU ya

p~lan a~larda iki ~ift sabit nokta ko§ulu veya bir nokta i~in sabit nokta 

ko§uluna ilave olarak bir azimut ve bir kenar ko§ulu, do~rultu ol~UsU yan~n

da uzunluk ol~UsU de yap~lan a~larda bir ~ift sabit nokta ve bir azimut ko

§ulu, azimut ol~UsU de yap~lm~§ ise sadece bir ~ift sabit nokta ko§ulu) den

geleme i§lemine dahil edilmelidir. 

2.4. Aglrllklarln Belirlenmesi 

Nirengi a~lar~n~n dengelenmesinde bir ba§ka sorun da a~daki ol~Ulere 

ili§kin ag~rl~klar~n belirlenmesidir. A~~rl~~~n genel tan~m~na gore; orta

lama hatas~ m. olan bir ol~UnUn ag~rl~g~ p. ve ortalama hatas~ m. olan bir 
~ 1 J 

ol~UnUn ag~rl~g~ Pj ise bunlar aras~nda 

p. = 
J 

2 m. 
~ 

--2- Pi 
m. 

J 

ili§kisi vard~r. Buna gore bir agdaki oi~Ulerin ag~rl~klar~n~n belirlenme-

sinde p. = 1 birim ve m. 
~ 1 

c gibi bir sabit a11narak 

* duyar11g1ndaki bir dogrultu i~in c/ 2 
m Pr m r r 

* duyar11g1ndaki bir uzunluk i~in c/ 2 
m Ps m 

s s 

* duyarl~g1ndaki bir azimut i~in c/ 2 m Pa m 
a a 

bag1nt1lar1 kullan1labilir. Ag1rl1k birimlerinin se~iminde ilgili dlizeltme 

denklemlerinin katsaY1lar~n1n biriminden yararlan1l1r. 

2.5. Bilinmeyenlerin Hesabl 

Nirengi aglar~nda gereginden fazla ve fark11 ag1r11kta ol~liler yap1Id~

g1ndan bilinmeyenlerin ( d¢ • dA ) tek anlaml1 ~ozlimli a11§1lagelen yol olan 

enkli~lik kareler ilkesine ( vTPv = min. ) yap1l1r. 

Hi~ bir ko§ulu i~ermeyen serbest aglar1n dengelemesinde oncelikle bUtlin 
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ol~lilere ili~kin olarak yaz~lan (4) dlizeltme denklemleri i~in V ~ A.x - I 

ve ol~lilerin ag~rl~klar~ i~in P ~ Q~i matris gosterimi kullan~larak 

(7) 

normal denklemleri kurulur. Bu normal denklemlerin ~ozlimlinden yakla§~k koor

dinatlara getirilmesi gereken diizeltmeleri ( d¢ , dA i~eren x bilinmeyenler 

vektorli, 

(~ 

§eklinde bulunur. Buradaki (ATpA)+ gosterimi singliler olan (ATpA) matrisi

n~n Pseudo invers yontemiyle al~nan inversini simgelemektedir. 

Ag~n d~§ parametrelerini belirlemeye yetecek kadar ko§ul'un yer ald~g~ 

dayal~ ag dengelemesinde, bilinmeyenlerin hesab~ degi§ik yollarla yap~labi

lir. 

Bu yollardan birisinde, oncelikle, yaz~lan (5) ve/veya (6) ko§ul denk

lemlerinden, ko§ul denklemleri kadar bilinmeyen ~ekilip dlizeltme denklemle

rinin ilgili terimlerinde yerine konarak ko§ul denklemi kadar bilinmeyen 

elimine edilir. Sonra da ko§ul denklemi kadar bilinmeyenin elimine edildigi 

(4) dlizeltme denklemlerinden 

(9) 

§eklinde kurulan normal denklemlerinin ~ozlimlinden, elimine edilen bilinme

yenler d~§~ndaki x bilinmeyenler vektorli 

(10) 

olarak elde edilir. Elde edilen bilinmeyenler yard~m~yla dlizeltme denklem

lerinde elimine edilen bilinmeyenler de (5) ve/veya (6) ko§ul denklemlerin

den bulunur. 

Qozlim yollar~n~n digerinde, (5) ve (6) ko§ul denklemleri i~in Bx + w = 0 

matris gosterimi kullan~larak dlizeltme denklemleri ile ko§ul denklemlerinden 

normal denklemler 

o 
(11) 

BX + w o 
§eklinde kurulur. Bu normal denklemler 
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y [ -k- ] - L [ : A~~l-l 
gosterimi kullan1larak 

c y - L = 0 (12) 

§ekline donli§tlirlillirse, x koordinat bilinmeyenlerini ( d¢ , dA ) ve K kore

latlar1n1 i~eren y vektorli 

-1 
y = C L (13) 

olarak bulunur. (11) normal denklemlerinin ba§ka bir ~ozlimiinden K vektorli 

(14) 

olmak lizere, koordinat bilinmeyenlerini ( d¢ , dA i~eren x vektorii 

x = (15) 

§eklinde de elde edilebilir. 

x vektorlinde yer alan d¢ , dA degerleri ilgili noktalar1n yakla§1k jeo

dezik koordinatlar1na 

¢ ¢o + d¢ 

AO + dA 
(16) 

§eklinde eklenerek noktalar1n kesin jeodezik koordinatlar1 (¢ , A ) bulunur. 

Agdaki nokta say1s1n1n fazla olmas1, ba§ka bir ifade ile normal denklemin 

boyutunun biiyiik olmas1 durumunda, ~oziim i~in Helmert bloklara ay1rma yonte

minden yararlan1labilir (Van1eek - Krak1wsky, 1982), ($erbet~i, 1972). 

Ag1n duyar11k yoniinden ineelenmesinde, ilgili e§itliklerde genel hata 

yaY11ma kura11na gore tliretilen bilinmeyenlere ili§kin ag1r11k katsay~lar~ 

ters matrisi (Q ) ile aga ili§kin oneiil ve soneul karesel ortalama hataxx 
lardan yararlan1larak yerel aglarda izlenen yollar izlenir (Oztlirk, 1986). 

Aneak bilinmeyenlerin ( d¢ , dA ) birimine uygun olarak hesaplanan Q mat
xx 

risinin elemanlar1 a~1 biriminde oldugundan bunlar1n uzunluk birimine donli§-

tlirlilmeleri, geometrik anlam bak1m1ndan gereklidir (Dilaver, 1985). 

3. SONUC 

Birka~ meridyen ve paralel dairesini orteeek biiylikllikte kurulan nirengi 
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a~lar~n~n dengelenmesi yerel a~lar~n deng~lenmesinde hesap yUzeyi olarak ka

bul edilen dUzlem yUzeylerde yap~lamaz. Bu a~lann dengelenmesi kuruldukla

r~ alan~n geni§ olmas~ nedeniyle ancak bir projeksiyon yUzeyinde ya da elip

soid yUzeyinde yap~labilir. Hesaplama ara~lar~n~n geli§medi~i y~llarda bu 

a~lar~n dengelenmesinde elipsoid yerine projeksiyon yUzeyleri tercih edilir

di. Ancak hesaplama arac~ olarak bilgisayarlar~n kullan~lmaya ba§lanmas~yla 

elipsoid yUzeyinde hesap yapmak sorun olmaktan ~~km~§t~r. 

Hesap yUzeyi olarak elipsoidin se~ilmesi, ag~n bUyUklU~U ve §eklinden 

otUrU projeksiyon yUzeylerinin se~iminde kar§~la§~lan gU~lUkleri ortadan 

kald~rmaktad~r. Bu nedenle, boyle a~lar~n elipsoid yUzeyinde dengelenmesi 

tercih edilmeli, projeksiyon koordinatlanna ihtiya~ duyulmaH durumunda 

elipsoid yUzeyinde hesaplanan koordinatlann projeksiyon yUzeyine indirgen

mesi yoluna gidilmelidir. 
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