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Y.Miih.Yzb.Emin AYHAN
UZET

Heterojen verilerin topluca degerlendirilmesi ile list derece ve siradan
kiiresel harmonik katsayilar anlamli olarak belirlenebilmektedir. Bozucu po-
tansiyel parametrelerinin hesabinda; global etkiyi kiiresel harmonik seriler-
le alip, yerel etkiyi tagiyan kiigiik artik 8lgiilerle sayisal iglemleri yiiriit-
mek, duyarlik ve ekonomi kazandirmaktadir. Bu amagla, bozucu potansiyel para-
metrelerinin kiiresel harmoniklere agilimlari topluca verilmektedir. Tam nor-
mallegtirilmig Legendre fonksiyonlarinin etkin olarak hesaplanabilmesi igin
yinelemeli formiiller kullanilmaktadir. GRIM 2 diinya gravite modelinin katsa-
yilari ile global geoidin Tiirkiye b8limii 10" x 10' 'lik kareleme kdgelerinde

hesaplanmig olup ¢izgisel olarak sunulmaktadir.

SUMMARY

Recently high degree coefficients of spherical harmonic expansion of the
Earth Gravitation V have been significantly defined by evaluation of hetero-
geneous data together. The residual observations, disreqarding global effect
defined by spherical harmonic expansion on observations are satisfy to define
local effect and accurate and economic in computation of the parameters of
disturbing potential. In respect of this point, spherical harmonic expansions
of the parameters of disturbing potential are explicitely presented.Recursive
formulas are used to compute fully normalized Legendre functions effectively.
The Turkish part of GRIM 2 global geoid is computed at nodals of 10' x 10'

grid and presented as a map as well.

TUJJB/TUJK Toplantisinda sunulmugtur. 30-31 Mayis 1984, Ankara



1. GIR1S

Global anlamli geodezik problemlerin kuramsal g¢oziimlerinde kiiresel
harmonik serilerin kullanildigi ®&nceden beri bilimmesine karsin sayi-
sal uygulamalari bir kag on yi1l 8nce baglamigtir.

Bugiin :

- Yersel ve uydu gbzlemleri topluca degerlendirerek yer potansi-

yeli V'nin 180 nci derece ve siradan

- Topografik - isostatik kitle potansiyeli VTI'nin 36 nc1 derece

ve siradan

- Topografik yiiksekliklerin 180 nci derece ve siradan kiiresel har-
monik serilere agilimlari
yapilmig ve kullanima sunulmugtur. ( Rapp 1982 : Lachapelle 1975 ).

Kiiresel harmonik katsayilar bozucu potansiyel T ve parametrelerinin
hesabinda bir veri kiimesini olugturur. Yazilan hizli bilgisayar program-
lari ve kiiresel harmonik katsayilariyla; her hangi bir uzay noktasinda
bozucu potansiyel ve parametreleri pratik olarak hesaplanabilmektedir.

Vove Vo, ile global etkinin &lgiilerden arindirilmasi, yerel gekim
alam belirleme galigmalarinda kolaylik saglamaktadir. Boylelikle kiigiik
bir alandan toplanan veriler ve yerel topografik etkinin g&zoniinde tutul-
mas1 hesaplamalar igin yeterli olmaktadir.

Kiiresel harmonik serilerin, yeryiiziinde yakinsayip yakinsamadigi soru-
suna glinlimiizde de tam ve agik kuramsal bir yanit bulunamamistir (Moritz
1978) . Ancak Jekeli (1981) sayisal incelemelerle : L=300 (L, derece)'e
kadar V 'nin kiiresel harmonik serilere agiliminin yakinsama 8zelligini
tagidifini gdstererek uygulayicilari rahatlatmigtir.

Yukarida kisaca agiklanan nedenlerle, kiiresel harmonik seriler geodezi
problemlerinin g&ziiminde etkin olarak kullanilmaktadir.

Bu ¢aligmada bozucu potansiyel T ve parametrelerinin kiiresel harmonik
serilere agilimi incelenmektedir. 2 nci b§lim'de konu kuramsal olarak ele
alinmakta ve uygulama formiilleri verilmektedir. B&liim 3'de, GRIM 2 diinya
gravite modeli kullanilarak, 2506 As 42°ve 3505 ¢ < 42030' araliginda
kalan b&lgede olugturulan 10' x 10' 'lik kareleme kdgelerinde N , £ , n
ve Ag hesaplanmakta ve hesaplanan geoid ylikseklikleri gizgisel olarak su-

nulmaktadir.



2. BOZUCU POTANSIYEL VE PARAMETRELERININ KORESEL HARMONIK SERILERE
ACILIMI

Kiiresel harmonik katsayilar ile bozucu potansiyel ve parametreleri

arasindaki iligki 3

[3] N
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n
bigiminde kisaca zetlenebilir. Bu bdliimde oncelikle [1] doniigiimi ele
alimmakta ve daha sonra da [2] doniiglimi incelenmektedir. [3] dontigtimi
ise [1] ve [2] doniiglimleri ardigik uygulanarak gerceklenmektedir.
Merkezi yerin agirlik merkezi ve Z ekseni yerin hareketsizlik ekseni
ile gakigan (X,Y,Z) dogal ortak dik koordinat sisteminde yerin digi igin

gekim potansiyeli,
oM L n a n
= = z z —_— C 3 i P i
V(r,o,A) - { 1+4-9 m=o( " ) ( Cnm Cosm: + Snm Sinm)) an (Sin¢) } (1)

b=

kiiresel harmonik serileri ile yaklagik olarak temsil edilebilir

(Balmino 1976; Rapp 1981 : Tscherning 1983).

(1) egitliginde kullanilan gbsterimlerin anlamlari ;
GM ..... Newton gekim sabiti (G) ile yerin kitlesi (M) 'nin garpimi.
a ..... Elipsoidin bilyiik yar1 ekseni
L ..... Kiiresel harmonik serilerin sonlu derecesi

r,¢,\ .... Kiiresel koordinatlar ( Merkezsel uzaklik, merkezi
enlem, boylam )

... Tam normallegtirilmig kiiresel harmonik katsayilar olup
Heiskanen-Moritz (1967)'de (2.40) ve (2.41) egitlikleri
ile verilen katsayilarin eksi igaretlisidir.

?nm(sin¢)..Tam normallegtirilmis Legendre fonksiyonlari
V'ye kargilik, baglangig elipsoidinin digi i¢in tamimlanan

normal potansiyel U(r,9,A) 3

* a 2

_ GM L - - ,
UCr,,0) = ——{1+ 2 Cp, (=" P, (sing) } (2)

L nci dereceden kiiresel harmonik serileri ile verilir(Heiskanen; Moritz
1967) .



EZn’ tam normallegtirilmig katsa&llar‘olup Heiskanen-Moritz (1967) de
(2.92) ve (2.92') egitlikleri ile verilen katsayilarin eksilisidir.

Normal potansiyel, ikisi fiziksel ve ikisi geometrik olmak {izere ddrt-
1i parametre guruplari ile tanimlanir. 3 ncii bdliimde, IUGG'nin Snerdigi
(a,CZ,GM,w) parametre gurubu kullanilmakta olup bu parametrelerden C2 di-
namik gekil faktdrii ve w yerin agisal dénme hizidar.

Yukarida tanimlanan V ve U ﬁotansiyellerinden yararla ;

T=V-U (3)

bigiminde tanimlanan T, bozucu potansiyel ismi ile anilir. V ve U'nun,
(1) ve (2) egitliklerindeki tanimlari (3) egitliginde konulup gerekli dii-

zenlemeler yapilarak ;

e = 2 (@ g 5 Sinm)P_ (si 4
r,9, = nzz(-r—)mzo( (Cnm ~ChpCosm + 5 Sinm\)P_ (Sing) (4)

bozucu potansiyel T'nin kiiresel harmonik serilere agilimi elde edilir.

Yeryuvari R yarigapli bir kiire varsayilarak (r=a=R) bozucu potansiyel H

GM L n _ _x _ _
T r( (Cnm-Cno)CosmA + Snm81nmA)an(Sln¢) (5)
R n=2 m=0

T{¢,N)=

Béylelikle [1] ddniigiimii gergeklenmis oldugundan bu agamadan sonra [2] d&-
niigiimi ele alinacaktir.
Bozucu potansiyel T ile parametreleri arasindaki iligki ( [2] déniigiimii)

kiiresel yaklagimla ;

T -
N= —0 (6-3)
.?
oT 2
S Pl w ©.»
1 aT
B2 - — . — (6.c)
YR 3¢
1 aT
n= - - — (6.4)

YRCos¢ ERN

egitlikleri ile verilir (Heiskanen-Moritz, 1967),
¥ ..... ortalama normal gravite
T'nin (5) egitligindeki. tanimi (6) egitliklerinde konulup diizenlenerek

(Lachapelle 1975) ;



L n _ % _ . _ ]
N(¢,2) =R nﬁz mio ( (Cnm—Cno)CosmA + Snm Slnmx)fnm(51n¢) (7.a)
L n - _% _ . _ )
Ag(d,2) =-?n§2 (n-1) mio ( (Cnm—CnO)Cosmk + Snm51nmA)an(Sln¢) (7.b)
L n _ % SRR dp m(Sln¢) .
E(d,A) = —niz mio ( (Cnm—Cno)Cosmk + Snm inm}) m .c
1 L n % ] _ _ )
n(e,r) == b by (—(Cnm—Cno)SlnmA + SnmCosmA)m an (Sing) (7.4d)

Cos¢ n=2 m=0

Bdylelikle [1] ve [2] doniisimlerinin ardisik uygulanmalari sonucu (7.a,
b,c,d) esitlikleri ile [3] dYniiglimi elde edilmektedir.
. (5) ve (7) esitlikleri ile sayisal iglemler yapabilmek amaciyla, tam
normallegtirilmig Legendre fonksiyonlari ve tiirevleri igin bilgisayar uygu-
lamalarina uygun hesaplama formiilleri belirlenmelidir. Tam normallegtiril-

mig Legendre fonksiyonlari igin Heiskanen-Moritz (1967)'de :

(2n-2k)!

5 ~—— -n I k n-2k _
P (t) = Y2n+l 2 k;:0(—1) (o (21 & m=0 (8.a)
m#0 (8.b)
(n-m)! T (2n-2k)!
35 _ PR : PO 2.m/2 K ’ n-m-2k
an(t) —\/2(2n—1) (n+m) ! 2 (-t L (-1 k! (n-k)! (n-m-2k)! ’

k=0

formull varilmektedir. Burada r€IN , r = (n-m)/2 ve t = Cos9,¢=9d)— 8.
Ancak (8) egitlikleri list dereceden ( L>29 ) tam normallestirilmis Legendre
fonksiyonlarinin hesabinda zorluklar yarattigindan, tam normallestirilmis
Legendre fonksiyonlari ve tiirevlerinin hesabinda Colombo (1981)'de verilen
yinelemeli formuller kullanilmaktadir.

Tam normallegtirilmig Legendre fonksiyonlari ve tiirevleri ig¢in yineleme
formiilleri Colombo (1981) ;

]



(2n=-1) (2n=-3)

ﬁn-] m_1(Cosﬁ) = ('———-——~—————)1/2(Cosﬁ En-Z m_l(cose))
* (n-m) (n+m-2) .
(9.a)
(20-1) (n+w-3) (n~m-1) 1/2 =
-( ) P -3 _I(CosH) m#Fn
(2n-5) (n+m-2) (n-m) n=3,m
5 2o=1 g9 -
Pn—l,n—l(COSH) = ( I ) Sinf Pn-2,n—2(cose) (9.b)
dP__ (Cos6) 0 -
M = (Sing) (n an(Cose) Cos6 (9.¢)
de
() (2ub1) |y _
~(—) P, (Cose)) m#n
2n-1 »m
dP__(Cos6) 2n+1 d
= = ( )12 (sins B, . _,(Cos0)
de 2n e " (9.d)
+Cosf ?n_l’n_l(Cose)) n=m

Baglangi¢ degeri olarak

dP
00

deé

=0

alinar.

3. SAYISAL UYGULAMA

B6lim 2'de verilen egitliklerle sayisal iglem yapabilmek igin Oncelikle

- —%
Cnm Snm ve Cno harmonik katsayilarin verilmesi veya belirlenmesi gerekir.
,



Enm ve §nm katsayilari farkli 8lgii kimelerini kullanan degigik galisma
guruplarinca hesaplanip, diinya gravite modeli ismi altinda kullanima sunul-
mak tadir (Ornegin., SE IV 3, GEM9, (EM 10C, GRIM2., GRIM 3, v.b)(Rapp,1979).
Her modele karsilik gelen Enm §nm farkli duyarlik ve nitelikte oldugundan,
vgragilan problemin yapisina uygun modelin segimi Onem kazanmaktadir.

Bu caligmada GRIM 2 diinya gravite modeli segilmigtir. Ancak, segimde
problemin 8zelligi gdzdnimde tutulmayip elde edilebilirligi 8lgiit olmugtur.

GRIM 2 Diinya Gravite Modeli ( Balmino,v.d.1976)

- 23 ncii dereceye kadar kugak harmonik katsayilari
- 30 ncu derece ve siraya kadar bdlme ve dilim harmonik katsayilari ve

C31’15, 831,15 bélme harmonik katsayilari ile

- M = 398 601.3 km3/sn2 , a=6 378 155 m baglangi¢ degerlerinden olug-
mak tadir.

Cno , n=2,4, ..., kiresel kusak harmonik katsayilarini hesaplamak ama-

ciyla ;
= 398 601.3 kg3/Sn2 , w= 7 292 115.10 rad.sn
% - -
a= 6 378 155,m , Ty = G, = ~484.16905.10 6

parametre gurubu ile tanimlanan normal potansiyel U kullanilmaktadir.U'nun
%
diger parametreleri ile Cno katsayilari Moritz (1980)'de verilen formuller
- %
ile hesaplanmak tadir. Kargilagtirma yapabilmek igin Co Ve Cro katsayilari,

Tablo 1l.de 22 nci dereceye kadar verilmektedir.

- %
Tablo 1: C _ ve C__ Kugak Harmonik Katsayilari
no no

- -%
n € ¢ n c C
no no no no
-3 _3 6 18
2 | -.48416905.153 | -.48416905.10° | 14| -.01920.10° | +.44720.10
o | 453077 .15 | +.79031 .16° | 16| -.00673.18° | -.34638.106%°
6 | - 15207 .15° | —.16873 .18 | 18| +.01249.18° | +.24116.15%
6 | +.06919 .10° | +.34606 .10°1| 20| +.01568.13° | -.16025.15%%
10 | +.05080 100 | -.26499 10M4 ] 22 -.01077.166 +.10403.1626
12 | +.03936 .10° | -.41081 .10'°

n inci derece ve m inci siradan tam normallestirilmig Legendre fonksi-
yonlari ve ¢'ya gdre tiirevleri Colombo (1981) 'de verilen LEGDFN alt prog-
rami ile hesaplanmakta olup bu programda (9.a,b,c,d) egitlikleri kullanil-

mak tadir.



IBM 4331/11'de, (7.a,b,c,d) egitlikleri i¢in hazirlanan program ile ;
25% < A < 45°, 35% ¢ ¢ « 42° 30" araligindaki bslgede olugturulan 10'X10"

,S _,cC }
nm

lik kareleme kdgelerinde, yukarida Bzellikleri agiklanan { Enm o

kullanilarak N , £ , n ve Ag degerleri hesaplanmigtir.

Hesaplanan geoid ytksekliklerini gizgisel g&sterebilmek amaciyla kare-
leme koge koordinatlari (¢,A); ¢l=40° s ¢2=28o , 1=33° baglangic degerle-
rine sahip iki standart paralelli Lambert konik konform pro jeksiyon koor-
dinatlarina doéniigtiirtilmiigtir (Richardus,v.d.1974). Geoid haritasi, HP-1000
bilgisayarinda HIFI hazir program paketi ile gergeklegtirilmigtir.

¢,A koordinat sistemindeki 10'X10' 1ik kareleme kOgseleri, Lambert pro-
jeksiyon diizleminde rastgele noktalar olugturmaktadir. Bu nedenle, ilk
tnce HIFIP program paketi ile Lambert projeksiyon dizleminde, X,Y koordi-
nat gizgileri boyunca 15 km. aralikla karelemevk6§e1erinde geoid yikseklik-
leri, rastgele noktalardan yararla interpole edilmigtir. Interpole edilen
geoid yiksekliklerini veri kabul eden HIFIC program paketi ile Sekil-1'de
verilen GRIM 2 Tiirkiye Geoidi gizdirilmigtir (Ebner,v.d.,1980). Sekil-1'de
verilen geoid, kontrol amaciyla §$ekil-2'deki, Balmino v.d (1976)'da verilen
global geoidin ilgili b5l imi ile karsilagtirilmig ve uyumlu oldugu gdzlen-

migtir.

4. SONUCLAR :

(5) ve (7) egitlikleri, yefyuvarl R=a yarigapli bir kiire varsayilarak
tiretilmigtir. Daha sonraki galigmalarda, dogrudan (4) esitliginden bozucu
potansiyel parametreleri igin tiiretilen egitliklerin kullanilmasi diigliniil-
mektedir,

(4) esitligi, V ve U potansiyellerinin ayni GM, w, a ve C2 parametrele-
rine sahip oldugu diigiiniilerek ¢ikarilmistir. Kullanilan parametrelerde
standartlagmaya gidiliyor olmasina kargin ginimiizde farkli parametreli diin-
ya gravite modelleri ve geodezik referans sistemleri (GRS) birlikte kulla-
nilmaktadir. Bu uygulamada da gzardi edilmesine kargin, parametrelerin
farkli olmasindan kaynaklanan diizeltme terimlerinin de hesaba katilmasi
gereklidir,

B5lim 3.deki sayisal uygulamada elipsoid ve atmosfer etkileri gbzardi
edilmig olmasina kargin daha sonraki galigmalarda g&zdniinde bulundurula-

caktir (Moritz 1974).



Gergekte (7.a3) egitligi ile ancak sferop-geop uzakligi (Yiikseklik ano-
malisi,z ) hesaplanabilir. ¢'ye Heiskanen-Moritz (1967)'de verilen for-
miiller ile hesaplanan diizeltmeler eklenerek N bulunabilir. B&lim 3'de,

(N-g) farki gdzardi edilerek (7.a) egitligi geoid yiiksekligi N hesabi igin
kullanilmaktadar,

Kiiresel harmonik serilerle global etki &lgiilerden arindirildiktan sonra
geriye kalan Artik Olgiilerin, degisik yaklasim ydntemleri ile degerlendiril-
mesi ile elde edilen sonuglarin birbirlerine uyumlu oldugu gdriilmektedir
(Schwarz 1983). Ayrica, "Artik Olgiilere" gore diizenlenen kernel fonksiyon-
lari gravimetrik geodezideki integral formiillerinin kiigiik bir bblgede
agilimlarini yeterli kilmaktadir (Vanicek,John 1983). Bu olumlu ydnleri
nedeniyle, geodezik problemlerin ¢8ziimiinde Artik Olgiilerin veri olarak
kullanilmasi son 10 yil iginde yayginlagmigtir. Uygulamalarda genellikle
L < 36 alinmis olup list dereceden kiiresel harmonik katsayilarin etkileri
heniiz incelenmemigtir (Schwarz 1983).

IAG'nin 1930 Stocholm toplantisinda yer sferoidi yerine donel elipsoidin
baglangi¢ ylizeyi alinmasi Onerilmig ve kabul edilmigtir (Heiskanen-Moritz
1967). Ancak bazi geodezik problemlerin ¢dzimiinde, yeniden yer sfercidinin
baglangig yiizeyi olarak kullanilmaya baglandifi gbzlenmektedir (Vanicek,

John 1983:Tscherning 1983).

BSlim 3'deki sayisal uygulamada GRIM 2 harmonik katsayilari kullanil-
mi§ olmasina kargin, daha sonraki galigmalarda GEM 10C (ya da B), GRIM 3
veya Rapp'in 180 nci derece ve siradan diinya gravite modellerinden birinin

kullanilmasi diiginiilmektedir.
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