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OZET

Jeodezik uygulamalarda, elipsoid lizerinde jeodezik temel problemlerin ¢oziimi icin
bugiine kadar cesitli yontemler kullanilmistir. Bu yazida, jeodezik egrinin diferansiyel
denklemlerine sayisal integrasyon yoOnteminin uygulanmasiyla elipsoid iizerinde jeodezik
temel problem ¢6ziimii ele alinmig; yontemin uygulanisina ait algoritmalar ve alt programlar
verilmistir.

ABSTRACT

In this paper, the direct and inverse geodetic problems on the ellipsoid are formulated first
in a general way, and specified for computations on the Hayford Ellipsoid. Algorithms and
the solutions are given with a computer program based on numerical integration methods.

1. GIRIS

Yeryliziiniin geometrik seklini temsil eden hesap ylizeyi olarak kullanilan doénel elipsoid
tizerindeki jeodezik hesaplamalarin 6nemli bir kismi “jeodezik temel problemler” olarak
bilinen ¢oziimlerle ilgilidir.

Tanim olarak "Birinci Jeodezik Temel Problem"; elipsoidal koordinatlar1 bilinen bir P
noktasindan ikinci bir P, noktasmna olan jeodezik egrinin S uzunlugu ve A; azimutu
yardimiyla s6z konusu P, noktasinin elipsoidal koordinatlarinin ve A, karst azimutunun
hesaplanmasidir. Bunun tersine, elipsoidal koordinatlar1 bilinen P; ve P, noktasi arasindaki
jeodezik egrinin S uzunlugunun ve bu egrinin iki ucundaki A;, A, azimutlarinin hesab1 da
"{kinci Jeodezik Temel Problem™i teskil eder (Sekil-1).

Bu hesaplamalar i¢in donel elipsoid {izerinde farkli koordinat sistemleri kullanilabilirse de;
biitiin elipsoid yiizeyinde tek anlamli olmasi, diger koordinat sistemlerine doniisiim
yapilabilmesi gibi nedenlerle genellikle cografi koordinat sistemi tercih edilir. Burada
jeodezik temel problemlerin elipsoid cografi koordinat sistemindeki ¢6ziimleri s6z konusu
edilecektir.

Elipsoid tizerinde jeodezik temel problemlerin ¢6ziimii konusuyla ilgili literatiirde degisik
hesap algoritmalar1 ve yontemlerden hareket eden ¢ok sayida ¢oziim yolu bilinmektedir. S6z
konusu ¢oziim yontemlerine genel olarak bakildiginda; hesap algoritmalarinin formiil yapisini
biraz da hesabin yiiriitiilecegi hesap aracinin kapasitesi ve tiirli (hesap makinesi, bilgisayar
vb) etkilemektedir /2/.

Bilgisayarlarin yaygin kullanilmas1 ve programlama imkanlarinin devreye girmesi ile
uzun, karmasik hatta elle birka¢ adimdan sonra miimkiin olmayacak tekrarli hesap
islemlerinden gelebilecek zorluklar, bugiin i¢in Onemini yitirmistir denilebilir. O halde



¢Oziimlere ait temel denklemler, bilinmesine ragmen Onceleri hesap pratigi nedeniyle pek
tercih edilmeyen sayisal integrasyon yontemleri ile yeni bir bakisla degerlendirilebilir.

P, (Kutup)
<>

Sekil-1: Jeodezik temel problemlerin elemanlar1 (A, = A',£m)

2. DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE SAYISAL COZUMLERI

Birinci dereceden bir diferansiyel denklem
, d
y="2=fxy) y(x)=y, (1)
dx

seklinde verilsin. Baglangi¢ sart1 olarak x; degeri icin y(x;) degeri bilinmektedir. Belirli olan
xi degeri i¢cin y(xi) ¢Oziim fonksiyonu aranmaktadir. Runge-Kutta yOntemiyle ¢dziim
asagidaki sekilde ifade edilir /1/, /5/, /7/.

Tanim araligi, n adet kiigiik Ax=(x,-x;)/n araligina bdliiniir, bdylece iki komsu ordinat
degeri i¢in asagidaki esitlik gecerli olur.

y(x+Ax) = y(x)+y'(x, y(x))Ax

AyY, j =1,2,3,4 ara degerleri asagidaki formiillerle iki komsu ordinatinin farki i¢in
hesaplanir.



Ay" =y'(x,y)Ax

M
Ay? = y'(x + g, y+ Ay JAX

2 2
(@)
Ay® = y'(x + %, y+ A}; JAX

AyW = y'(x +AX, y+AyY? )AX

Bdylece aranan y(x+Ax) degeri ise
Lo @ @) @
y(x + Ax) = y(x) + P {Ay + 2[Ay + Ay ]+ Ay } (2)

olarak elde edilir.

3. DONEL ELiPSOiD UZERINDE JEODEZIK EGRININ DIiFERANSIYEL
DENKLEMLERI

Yiizey parametreleri, B cografi enlemi ve L cografi boylam ile verilen bir donel elipsoidin
yar1 eksenleri a ve b ile gosterilirse, asagidaki temel tanimlar verilebilir /6/.

e’ =(’-b*)/b’

c=a’/b

V? =1+e"cos’B (3)
M=c/V*

N=c/V

Bu degerlerden a, b, ¢ ve e’ secilen bir elipsoid icin sabit olup; V, N ve M ise B cografi
enleminin fonksiyonudurlar.

L L+dL

NcosB dL B+dB

M dB

Sekil-2 : Donel elipsoidde meridyen, paralel daire ve jeodezik egrinin sinirladig: diferansiyel
ucgen



Enlem ve boylam parametre ¢izgileri elipsoidde ortogonal bir ag olusturduklarindan,
Sekil-2’ye gore A azimutu ve jeodezik egrinin dS yay elemani i¢in diferansiyel anlamda

dScosA=MdB

o 4)
dSsinA = NcosBdL

esitlikleri yazilabilir. Bunlardan baska jeodezik egri icin elipsoid cografi koordinat
sisteminde, "Bessel denklemi" olarak bilinen

dA =sinBdL (5)
denklemi ve "Azimut denklemi" denilen

d—A:itan Bsin A (6)
dS N

denklemi yazilabilir /4/, /6/. Ayrica elipsoid lizerindeki jeodezik egrinin her noktasindaki
paralel daire yarigapi ile azimutun siniisli ¢arpimu sabittir. "Clairaut kanunu" olarak bilinen bu
temel denklem

NcosBsinA = sabit = k (7)

olarak ifade edilir.

Boylece kullanacagimiz temel diferansiyel esitlikler asagidaki sekilde topluca
yazilabilirler.

d_B _ cosA

dS M

dL sinA

a_ ()
dS NcosB

dA . ~dL tanBsinA

— =sinB—=—"—

dsS dS N

Karsilagtirilirsa; (8) denklemlerinin her biri ile (1) diferansiyel denkleminin ayni yapida
oldugu goriiliir.

Bu denklemler esas itibariyle birinci jeodezik temel probleme uygundur. Eger baslangic
degerleri Bj, A; yardimiyla bilinen P; noktasinda Clairaut sabiti k hesaplanir ve (8)
esitliginde yerine konulursa; bu denklemler yerine basitlesmis bir sistem elde edilebilir.



dB  cosA

ds M

. ., 1

——_ A— 8
as K (8a)
d—A:sian—L

ds ds

Ikinci temel problem igin diferansiyel denklemler, boylam farkina gére diizenlenerek

dB dB dS
dL  dS dL
dA dA dS
dL  dS dL
dS N cosB
dL ~ sinA

olarak diisiiniilebilir. Ilgili formiillerden karsiliklar1 yerlerine konulur ve sadelestirilirse;

dB _ CotA cosBV?
dL

dA = sinB 9)
dL

ﬁ _ N cosB

dL sinA

denklemleri yazilabilir.

Elipsoidin donel simetrisi nedeniyle, boylamlar i¢in sadece L=L,-L; boylam farki
onemlidir.

4. JEODEZiK TEMEL PROBLEMLER

a. Birinci jeodezik temel problem

Direkt problem de denilen birinci temel problem, baglangi¢ deger problemi 6zelligindedir
ve (8) sistemleriyle, sayisal integrasyonla ¢oziiliir. Ikinci temel problem de birinci temel

probleme dayandirildigindan , burada birinci temel problem daha genis bir sekilde
anlatilacaktir.

Runge-Kutta yontemini kullanmak igin, verilen S kenar1 6nce n adet kiiciik AS=S/n

pargaya bdliiniir, ardindan, baslangi¢ degerinden baslayarak komsu nokta i¢in koordinatlar ve
azimut hesaplanir.

Boylece ilk AS pargacig1 igin agsagidaki hesaplama adimlar1 gegerlidir.



ABY =fP(A,B,)As = (cosA/M) As
ALY =f"(A;,B,)As =(sin’A/k) As (10)
AAY =f*(A,,B,)As = ALYsinB As

Dort adimli Runge-Kutta yonteminin adimlarini belirten j degerine gore kullanilacak Aj;
azimutu ve B, cografi enlem degerleri asagida gosterilmistir.

A, B,
=1 A, B,
© @
=2 | a+2A g AB
2 2
(@) @
=3 A+ AA B, + AB
2 2
j=4| A +AAY B +ABY

Bu degerlerle B cografi enlemi, L cografi boylam farki ve A azimutu i¢in bir iterasyon
adiminda kullanilacak oldugumuz formiiller ise

B=B, + % {AB" +2[AB® + AB® |+ AB® |

L=L, +é{AL“) +2[AL® + AL® |+ AL} (11)
A=A, +é{AA“) +2[AA® + AAD |+ AL}

olarak ifade edilir.

Boylece elde edilen B, L, A degerleri, sonraki AS degerlerinin n adet dongiisiinde
baslangi¢ degerlerini teskil ederler.

Ek-1’de verilen “RUNGE1”

alt programinda; birinci jeodezik temel problemdeki (8a)
denklemleri i¢cin FUNCTION deyimi ile uygun fonksiyonlar tanimlanmistir. Bunlar formiil
siralari ile;

FUNCTION f1B# (B#, A#)
FUNCTION flL# (A#)

FUNCTION fl1A# (B#, A#)



seklinde ¢ift duyarlikli olarak tanimlanmislardir. “RUNGE1” alt programiin parametreleri
olarak ta;

(B14#,L1#,Al#,S#,B24#,L2#,A2#,n%)

goriilmektedir. B1, L1, Al ve S birinci jeodezik temel problemin giris verileri, B2, L2, A2 de
¢cozlim degerleridir. “n” sayis1 ise istenilen iterasyon sayisidir. Programda aci1 degerlerinin
“radyan” biriminde oldugu hatirlanmalidir. “RUNGE1” alt programinda (10) ve (11) ile

verilmis olan Runge-Kutta adimlar1 FOR-NEXT dongiisii i¢inde agik olarak goriilmektedir.

Diferansiyel denklemlerin her bir satir1 i¢in yukaridaki gibi FUNCTION deyimi
kullanilmast sonucunda alt program daha sade bir goriiniin kazanmistir. Ayrica sadece ilgili
fonksiyonlar degistirilerek benzer problemlere de uygulayabilmek kolay hale gelmistir.

b. ikinci jeodezik temel problem

Invers problem de denilen 2.temel problemde boylam farki olan L énceden verilip, yay
boyu S arandigindan (9) sistemlerine dayandirilmalidir. Ikinci jeodezik temel problemde de,
birinci jeodezik temel problemin adimlart aynen uygulanir. (9) denklem sistemlerinde de (8)’e
benzediginden ayni diisiinceyle hareket edilir ve sol tarafin paymni yalniz birakarak ¢éziim
adimlari i¢in gerekli olan bagintilar1 elde ederiz.

Baslangi¢ azimutu bilinmediginden hesaba yaklasik azimutla girilecektir. Bunun igin A7
yaklagik azimut degeri kiiresel ¢ozlimle,
sinL

tanA; = , (12)
cosB,tanB, -sinB,cosL

formiiliinden elde edilir /6/. Bu azimut degeri kullanilarak son nokta i¢in hesaplanan yaklagik
enlem B) genellikle verilen degerden farkli olur. Fark dB, =B, — B ile gosterilirse, (12)
denkleminin diferansiyelinin alinmasiyla baslangi¢c azimutu i¢in diferansiyel diizeltme

: 0 0
B Sl?Al SInA, dB, (13)
sinL cosB,

dA} =
olarak elde edilir ve bu formiille baslangic azimut degeri diizeltilir. Hesaplanan enlem,
onceden verilen degerle tam olarak uyuncaya kadar azimut diizeltilerek iterasyona devam
edilir.

Ikinci jeodezik temel problem icin Ekte verilen “RUNGE2” alt programinda da bir
oncekine benzer kalipla; ikinci jeodezik temel problemdeki (9) denklemleri icin FUNCTION
deyimi ile uygun fonksiyonlar formiil siralari ile;

FUNCTION f2B# (B#, A#)
FUNCTION f2A# (B#)
FUNCTION f2S# (B#, A#)



seklinde ¢ift duyarlikli olarak tanimlanmislardir. “RUNGE2"” alt programiin parametreleri
olarak ta;

(B14#,L1#,B2#,L24#,Al#,A2#,S#,n%)

goriilmektedir. B1, L1, B2, L2 ikinci jeodezik temel problemin giris verileri, A1, A2 ve S de
¢ozlim degerleridir. Buradaki “n” sayisi ise istenilen hesap inceliginin saglandig1 iterasyon
sayisidir.

Programin baslangicinda A; azimutu i¢in yaklasik deger, (12) kiiresel ¢6ziim formiilii
kullanilarak (ag1 i¢in bolge irdelemesi yapan Atan?2 fonksiyonu ile) hesaplanir. Hesaplarda
dB, (veya dA7) farki igin iterasyonu durdurma kriteri olarak 1.10"° radyan degeri
kullanilmistir.

5. SAYISAL UYGULAMA

Sayisal ornekler; QuickBASIC Programlama dilinde yazilan programla her iki jeodezik
temel problem igin, degisik kenar ve azimut bolgelerinde test edilmistir. Hayford Elipsoidi
sabitleri agagidadir:

a=6 378 388.000 m
c=6 399936.60811 m
e'*=0.006768170197224

a. Birinci jeodezik temel problem

Verilenler:
B;=39°35"18.8664" L;=29°10'26.1487"
A;=63°33"28.9188" S =103920.142 m.

n=1 i¢in ¢Oziim:

B> =40° 00" 0.8763" L,=30°15"48.7551"
Ay =244° 15" 19.5842"

n=2 i¢in
B, =40° 00" 0.8763" L,=30°15"48.7551"
Ay =244° 15" 19.5842"

n=4 igin
B, =40° 00" 0.8763" L,=30° 15" 48.7551"
Ay =244° 15" 19.5842"

Gortldigi gibi, birinci jeodezik temel problemde tiim iterasyon degerlerinde istenilen
dogruluk elde edilmistir.



b. ikinci jeodezik temel problem

Verilenler:
B;=39°35"18.8664" L;=29°10"26.1487"
B>=40° 00" 00.8763" L,=30°15"48.7551"

Cozim:

n=6

A1=63°33"28.9187" A,=244° 15" 19.5841"
S =103920.1416 m.

6. SONUC

Elipsoidde jeodezik temel problemlerin, diger ¢6ziim yontemleri yaninda, jeodezik egrinin
temel diferansiyel denklemlerine dayanan ve oldukga sade algoritmalarla ifade edilen sayisal
integrasyon yontemiyle ¢oziimii agiklanmistir. Burada verilen algoritma ve alt programlar,
cok temel programlama bilgilerine dayanmakta olup; arzu edilirse kolayca diger programlama
dillerine de uygulanabilir.

(Co6ziim i¢in kullanilan alt program ve fonksiyonlar, QuickBASIC dilinde programlanarak
cesitli kenar ve azimut degerleriyle test edilmislerdir. Her iki jeodezik temel problemin
¢coziimli ortak olarak 100 Km’ye kadar olan kisa kenarlarda uygulandiginda; enlem ve
boylamlar icin 17.10*, Azimutlar i¢in 17.107 ve kenarlar i¢in 0.001m dogrulukla sonuclar
elde edilmistir.

(8) formiillerindeki diferansiyel denklemlerin, birinci jeodezik temel problem verileriyle
hicbir diizenleme yapmadan dogrudan sayisal integrasyon formiillerine uygulanabildigi
goriilmektedir. Bunun sonucu olarak “n” iterasyon sayist arttirilmak suretiyle kenar uzunlugu,
orta mesafeler denilen 1000 Km’lik temel problem ¢oziimlerinde bile ayni hesap inceligi ile
uygulanabilir. Boylece ¢oziim yontemi birinci jeodezik temel problem icin klasik ¢oziimlerle
esdegerdir.

Ikinci jeodezik temel problem icin, baslangicta bilinmeyen A; azimutunun yaklasik degeri
kiiresel ¢oziimle hesaplanmaktadir ve bu islem verilen ¢6ziim yonteminin orta uzunluktaki
problemlere uygulanmasi i¢in bir dezavantaj olusturmaktadir.

Ek-1: QuickBASIC dilinde hazirlanan alt program érnekleri

FUNCTION flA# (B#, A#) STATIC
SHARED k#
f1A# = f1L# (A#) * SIN(B#)
END FUNCTION

FUNCTION f1B# (B#, A#) STATIC

SHARED e2#, c#

f1B# = COS(A#) * (SQR(1# + e2# * COS(B#) ~ 2)) ~ 3 / c#
END FUNCTION

FUNCTION f1L# (A#) STATIC



SHARED k#
f1L# = SIN(A#) ~ 2 / k#
END FUNCTION

SHARED e2#, c#, k#
pi# = 4# * ATN(1#)

k# = c# * COS(B1l#) * SIN(Al#) / (SQR(1# + e2# * COS(Bl#) "~ 2))
B# = Bl#: A# = Al#: L# = 0: ds# = S# / n%
FOR i% = 1 TO n$%

DB1# = f1B# (B#, A#) * ds#

DL1# = f1L# (A#) * ds#

DAl# = flA# (B#, A#) * ds#

DB2# = f1B# (B# + DBl# / 2#, A# + DAl# / 2#) * ds#

DL2# = f1L# (A# + DAl# / 2#) * ds#

DA2# = flA# (B# + DBl# / 2#, A# + DAl# / 2#) * ds#

DB3# = f1B# (B# + DB2# / 2#, A# + DA2# / 2#) * ds#

DL3# = f1L# (A# + DA2# / 2#) * ds#

DA3# = flA# (B# + DB2# / 2#, A# + DA2# / 24#) * ds#

DB4# = f1B# (B# + DB3#, A# + DA3#) * ds#

DL4# = f1L# (A# + DA3#) * ds#

DA4# = flA# (B# + DB3#, A# + DA3#) * ds#

DB# = (DB1l# + 2# * (DB2# + DB3#) + DB4#) / 6#: B# = B# + DB#

DL# = (DL1# + 2# * (DL2# + DL3#%#) + DL4#) / o6#: L# = L# + DL#

DA# = (DAl# + 2# * (DA2# + DA3#) + DA4#) / 6#: A# = A# + DA#
NEXT i%

A2# = A#: B2# = B#: L2# = L1# + L#
IF A2# > pi# THEN A2# = A2# - pi# ELSE A2# = A2# + pi#
END SUB

FUNCTION Atan2# (dy#, dx#)
IF dx# < 0 THEN
Atan2# = 4# * ATN(1#) + ATN(dy# / dx#)
ELSEIF dy# < 0 THEN
Atan2# = 8# * ATN(1#) + ATN(dy# / dx#)
ELSE
Atan2# = ATN (dy# / dx#)
END IF
END FUNCTION
FUNCTION f£2A# (B#) STATIC
f2A4 = SIN(B#)
END FUNCTION

FUNCTION £2B# (B#, A#) STATIC

SHARED e2#

f2B# = COS(B#) * (1# + e2# * COS(B#) ~ 2) / TAN(A#)
END FUNCTION

FUNCTION £2S# (B#, A#) STATIC

SHARED e2#, c#

£2S# = c# * COS(B#) / (SQR(1# + e2# * COS(B#) ~ 2) * SIN(A#))
END FUNCTION

10



pi# = 4% * ATN(1#): L# = L2# - L1#

Al# = Atan2# (SIN(L#), COS(B1l#) * TAN(B2#) - SIN(B1l#) * COS(L#))
dL# = L#: n% = 0

DO

B# = Bl#: A# = Al#

DB1l# = f2B# (B#, A#) * dL#

DAl# = f2A# (B#) * dL#

DS1# = £2S# (B#, A#) * dL#

DB2# = f2B# (B# + DBl# / 2#, A# + DAl# / 2#) * dL#

DA2# = f2A# (B# + DBl# / 24#) * dL#

DS2# = f2S# (B# + DBl# / 2#, A# + DAl# / 2#) * dL#

DB3# = f2B# (B# + DB2# / 2#, A# + DA2# / 2#) * dL#

DA3# = f2A# (B# + DB2# / 24#) * dL#

DS3# = f2S# (B# + DB2# / 2#, A# + DA2# / 2#) * dL#

DB4# = f2B# (B# + DB3#, A# + DA3#) * dL#

DA4# = f2A# (B# + DB3#) * dL#

DS4# = f2S# (B# + DB3#, A# + DA3#) * dL#

DB# = (DBl# + 2# * (DB2# + DB3#) + DB4#) / 6#: B# = Bl# + DB#
DA# = (DAl# + 2# * (DA2# + DA3#) + DA4#) / 6#: A# = Al# + DA#
DS# = (DS1# + 2# * (DS2# + DS3#) + DS4#) / o#

BF# = B2# - B#

farkA# = -SIN(Al#) * SIN(A#) * BF# / (SIN(L#) * COS(B2#))

Al# = Al# + farkA#

n% = n% + 1

LOOP UNTIL ABS (BF#) < 1D-16
S# = DS#: A2# = A#
IF A2# > pi# THEN A2# = A2# - pi# ELSE A2# = A2# + pi#

END SUB
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