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UZET

Jeodezik dik koordinatlardan egri koordinatlara doniigiim probleminin ke-
sin ve iteratif gdziimleri sayisal bakimdan ele alinarak incelenmigtir. En-
lemin bulunmasinda, karmagik ve kararsiz olan kesin ¢Sziimler ve yaklasik
olan iteratif ¢&ziimlerden, sayisal bakimdan daha dogru ve daha kararli so-
nug veren, yeni algoritmalar verilmigtir. Ayrica yiikseklifi daha kararli

olarak hesaplayan yeni bir algoritma Snerilmigtir.

ABSTRACT

The iterative and noniterative solutions of the transformation problem
from rectangular space coordinates to geodetic latitude and height are dis-
cussed numerically. The new algorithms are given to calculate the geodetic
latitude, They are more accurate than the iterative ones which give appro-
ximate results and than the noniterative ones which are very complicated
and unstable, In addition to this, a new algorithm which is numerically mo-

re stable than the others is proposed for geodetic height.

1. GIRIS

Jeodezik dik koordinatlardan (x,y,z) epfri koordinatlarin (¢=jeodezik
enlem, )\=jeodezik boylam, h=elipsoid yiiksekligi) bulunmasi bir doniiglimle
gerceklegir, Bu ge¢is kolay degildir ve uygulamada bazi sorunlar vardir.
Global konum belirleme sisteminin (Global Positioning System) yaygin kulla-

nilmasiyla bu doniiglim glincellik ve Gnem kazanmigtir.

Bu doniiglimiin ¢&zlimii, daha dogrusu enlemin bulunmasi igin gok sayida al-
goritmalar geligtirilmigtir. Bunlar iki ana grupta toplanabilir: lteratif

gbziimler, kesin (veya kapali) goziimler.

Sorunun iteratif ¢oziimii ilk olarak Hirvonen ve Moritz (1963), Heiska-
nen ve Moritz (1967) tarafindan verilmigtir. Bartelme ve Meissl (1975),
Siinkel (1976) seriye agmak suretiyle ve ayrica Vincenty (1976, 1980), Pick

(1985) durulan noktadan gectipi diigiinlilen ddnel elipsoidle referans elipso-



idi arasindaki iligkilere dayanan iteratif cbziimler geligtirmiglerdir. lte-
rasyon siirecini kisaltmak icin Bowring (1976), Unal (1983) ve Borkowski
(1989) tarafindan yeni g¢oziimler Snerilmigtir. Enlemi tek bir formiille yak-
lagik olarak veren Bowring algoritmasinin hesabr Borkowski algoritmasindan
daha klsadir (Laskowski 1991), Genel olarak iteratif ¢dzilimler yaklasiktir,
fakat hesaplanmalari kolay ve agiktir. lterasyon siirecinin ne zaman durdu-
rulacagi kismen keyfidir. Enlemi bulurken, &Szellikle Bowring ve Borkowski'
nin algoritmalari, yerylizii noktalari ig¢in iyi bir yaklagim vermelerine kar-
gin, yerylizii digsindaki noktalar i¢in yaklagimlari k&tililegir, Ozetle bu iki

yontemin dogrulugu ylikseklige bagli olarak degisgir.

Sorunun kesin ¢dziimi, en genel bigimde, durulan noktanin referans elip-
soidi ylizeyine olan, bu noktadan gegen meridyen diizlemindeki uzakliginin
minumum yapilmasi, yani Lagrange minumum &devi yardimiyla verilir (Benning
1974, Siinkel 1976, Grafarend ve Lohse 1991). Jeodezik enlemin bulunmasinda
ortaya g¢ikan tan ¢ nin 4. dereceden denkleminin (Vanicek ve Krakiwsky 1982)
Ferrari'ye (Penev 1978) veya Decartes-Euler'e (Paul 1973) gbre cdziimleri,
durulan noktadan gegen normalle meridyen elipsinin kesigtirilmesi(Fr&hlich
ve Hansen 1976, Heikkinen 1982) ve ayrica hareket ettikleri egitliklerin &z-
deg oldugu Borkowski (1989) ile Ozone (1985) ydntemleri, aslinda Lagrange

minumum Sdeviyle yapilan g¢bziimiin birer &zel durumlari olarak goriilebilir.

Kapali g¢dzlimler kuramsal olarak tam dogru olmalarina kargin, sayisal ba-
kimdan bazi durumlarda kararsizdirlar. Ozellikle enlemin 0 veya 90 dereceye
yakin oldugu bdlgelerde dogru sonug vermezler. Ayrica karmasiktirlar (Heck
1987). Dolayisiyla yuvarlatma hatalarinin artmasina neden olurlar (Borkows-

ki 1989). Hesaplama zamani iteratif ydntemlere gdre daha fazladir.

Simdiye degin tartigmalar hep enlemin bulunmasi lizerine yapilmigtir.Glo-
bal konum belirleme sisteminin uygulamada yayginlagmasi, iiglincii boyutunda
yeterli bir dogrulukla belirlenmesi gerefini gilindeme getirmigtir, Yalniz,
elipsoid yiiksekliginden ortometrik yiikseklife gegig igin, daha 8nce jeoidin
yeterli bir dogrulukla belirlenmis olmasi gerektigi agiktir. Elipsoid yik-
sekligi enlem hesaplandiktan sonra bilinen formiillere gbre (8rnegin Heck
1987) elde edildiginde, enlem 0° ye yakin ise, siniislii formiil veya enlem 90°
ye yakin ise, kosinilislii formiil kararsizdir, yani dogru sonug vermez. Dolayi-
siyla bu formiiller, bu &zel durumlarda enlemdeki olasi hesap hatalarina kar-

s1 ¢ok duyarli olur.



Bu yazida enlemin bulunmasi igin, iteratif ¢oziimlerden daha dogru, he-
saplama siirecini miimkiin oldugunca kisaltan, sayisal agidan kesin ydntemler-
den daha kararli, agik, yalin, yeni algoritmalar arastirilacaktir. Ayrica
elipsoid yiikseklifini daha kararli olarak veren bir algoritma lizerinde duru-

lacaktir.

2. PROBLEMIN TANIMI

Jeodezik dik koordinatlar (x,y,z) ile e3ri koordinatlar (¢,A,h) arasin-

daki iligki bilindigi gibi gdyle verilir:

(N+h) cos ¢ cos A
(N+h) cos ¢ sin A (@9)
(N(1-e2) + h) sin ¢

X

Sekil-1'de P noktasindan gegen elipsoid normalinin referans elipsoidini kes-

tigi Q noktasinin koordinatlari ise

Sekil-1



x = N cosd cosA

o
v, = N cos¢ sinA (2)
z = N (1-e2) sin$

geklinde verilir.

Burada problem x,y,z verilince,¢ ,A ve h nin bulunmasidir. Hemen gdriil-
diigii gibi boylam, kolayca (1) egitliklerinin bagtan ikincisinin, birincisi-

ne bdliinmesiyle
tard =y / x (3)

elde edilir. Fakat ¢ ve h nin bulunmasi bu kadar kolay degildir.

3. 1ITERATIF CUZOM

¢ ve h nin bulunmasi igin gdyle bir yol izlenir: OUnce (1) formiillerinin

3 ncii egitligi, asagidaki (4) egitligi ile bdliniir,

p=Y x2 + y2 = (N+h) cos¢ (4)

ve tan ¢ yalniz birakilirsa,

2 N -1

tand = —2— (1l -e i) (5.a)
veya
'2 —
tan$ = _Eﬁl%E__l_ 1+ er? N&h ) 1 (5.b)

yazilabilir., Bu egitligin saginda N ve h hala bilinmemektedir. Bu ylizden so-
runu iteratif ¢8zmek gerekecektir. ¢'nin iteratif ydntemle bulunabilmesi

i¢in baglangig¢ degeri olarak
%)

= Za-&71 (6)

=2 '
tan¢(o) > (1 +e >

alinir. Sonra buradan bulunan ¢(o) degeri ile N(l) agagidaki

N=c/ /& +e'? cosz¢ (7.a)

veya



N=a//1-~- e2 sin2¢ (7.b)

formiillerin birinden ve h(l) ise, agapidaki formiilden bulunur:

h =(p / cos¢) =N (8)

Artik bu degerler (5.a) veya (5.b)'de yerine konarak ¢(1) degeri elde edilir.
Daha sonra ¢(1) degeri ile yine (7.a) veya (7.b)'den N(2) ve (8)'den h(z)de-
gerleri ve daha sonra bunlar (5.a) veya (5.b)'de yerlerine konarak ¢(2) he-
saplanir ve bdylece bu iglemler ardigik olarak hesap siireci yakinsayincaya

kadar, yani segilen hata payina (e) bagli olarak siirdiiriiliir:

l ¢(i) ¢(i_1) | < € l h(i) - h(i-l) l < ae,

(Heiskanen ve Moritz 1967, Vanicek ve Krakiwsky 1982, Heck 1987), Burada i
iterasyon sayisidir. h < N olan yeryiizii noktalari i¢in iterasyon ydntemi gok
gabuk yakinsar (Heck 1987). Burada formiillerde gegen a, b, c, e2, e’2 segi-

len referans elipsoidinin parametreleridir,

4, BOWRING YUNTEMININ GENELLESTiRILMES?

tteratif ¢oziimler icinde uygulamada en gok kullanilan Bowring ydntemidir.
Bu ydntemde ¢ enlemi
z +e'? b sin30

tan$ = i , tan0® = (C))
p-e” a cos3e

o]
o]

olarak verilir (Bowring 1976)., Burada O gekil-1'deki P noktasinin indirgen-

mis enleminin ilk yaklasik degeridir, yani

2
a z a z 12
——— 0 = —— = —— (1 =
5 tan P —qu-— P (1+'7) tan¢(o)

(6) daki ¢(o) a kargilik gelen indirgenmis enlemdir. Dolayisiyla (9) formii-

liindeki ¢ degeri, bir anlamda ¢'nin birinci iterasyon degeridir.

Bowring, (9) formiiliinii agagidaki egitlikten hareket ederek

2
tang = tano (1 - ez) + = sing (10)

ve tanf = u ddniiglimiyle bulunan asagidaki f£(u) = 0 fonksiyonunu,



f(u) =u - tanp - € au + e2 tang = 0 (11)
p/1l +u

u = tan® yaklagik degeri ile Taylor'a gdre diziye agarak, yani
(u-uo)2
= - - 1 n
f(u) =0 = f(uo) + (u uo) £ (uo) + ———2—!——f (uo)+..... (12)
ve yalnizca ilk iki terimle yetinerek bulmugtur.
Ayni sonug Newton iterasyon yéntemiyle de elde edilebilir:
f(u)
u=u_ - 2 (13)
o £ iuoi
(Jordan-Engeln ve Reutter 1973, Stoer 1972),

Bowring iterasyon ydntemi genellegtirilmek istendiginde, (12) egitligi

(u-u ) parantezine alinirsa

f(u)
u=u_ - 2 (14)
(u-uo) (u-uo)2
f'(uo)+—-T! f"(uo) +—-3—Y——~——f"'(uo)+.,.

yazilabilir. Bu egitlikte gereken tiirevler (11) egitliginden bulunup, f(uo)
yerine agagidaki egitlik, yani

2
. 2
f(uo) = ep_a sS1ind + e tanp (15)

ve ayrica paydadaki kdgeli parentez igindeki (u—uo) yerine

(e2 a / p) sin® - e2 tan®
39

k = (u-u ) = tanB - tanp =
° 1—(e2a/p)cos

gbzoniline alinirsa,

(e2 a / p) sin0 - o2 tang
2 2

a 3 k . k
cos™ 0 + 5T £ (uo)+ 37

tang = tano +

1 - f"'(u°)+'..

elde edilir. Burada gegen tiirevler agagida verilmigtir.



' - -
f (uo) =1

sino® cos4 ¢]

f' 1 (uo)

3 e

f"'(uo)= -Ta—- cos’o 1-4 tanZO)
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5. BORKOWSKI YUNTEMININ GENELLESTIRILMESt

Bu y&ntemde, Bowring'de oldugu gibi, &nce indirgenmig enlem g bulunur:

2 sin (B-Q) -~ t sin 28

B=Bo_ 2 [ cos (B-Q)—tcosZﬂ (16)
Bu formiilde Bo = 0 (bak.(9) egitligi) ve
2 2 2 2
- -b
tanQ = 1_a)__z_ s t = & =D osp = 7a__ (17)
P ap a2p2+b2z2
olarak alinir (Borkowski 1989),
Borkowski, agagidaki denklemden hareket ederek
2 sin (B- ) - t sin 28 =0 (18)

bu denklemin k&klerinden birini,Newton iterasyon y®ntemini, yani (13)'idi uy-

gulayarak ve {30 yerine 0 ve

f(eo) = 2 sin (Bo - ) -t sin 230 (19)

alarak (16) egitligini bulmugtur.
(18) egitligi ile (10) egitligi Bzdestir. Glinkii (18) agilip sonra sin g
cos Q ile bdliinlir ve agagidaki kisaltma ve doniiglimler yapilirsa

2
& -b e2, tan = zb = 28 b2 = 22 (1—e2)

a pa pb a pb

]
[

tanQ = tano (1 - e2)

(10) egitligi elde edilebilir.



Tipkl Bowring yonteminin genellestirildigi gibi Borkowski ydntemi de ge-
nellegtirilebilir, Bunun igin (18) egitligi, 8 yaklasik degc..yle Taylor
dizisine agilir (bak.(12)), Daha 8nce bsliim 4'te yapirldigi gibi, Bo yerine
0, f(Bo) yerine (19) egitligi ve paydada ortaya gikan (B—Bo) yerine de

2 sin (Bo - Q) - t sin 280

8 - Bo =m= -
2[cos (Bo -Q) - t cos 280]
alinirsa,
2 sin (Bo - Q) -t sin 280
3 = B -
o

- - m e m ey
2 cos(Bo Q) -2t cos 230+-2-!- f (B°)+§!- f (B°)+

elde edilir. Bu formiilde gegen tiirevler gunlardir:

! = - -
£' (B = 2 cos (Bo Q) = 2t cos 230
£ (8) = ~-2sin (B0 - Q) + 4t sin 28
Tt - - -
f (Bo) = 2 cos (Bo Q) + 8t cos 230
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6. ITERATIF CUZOMON GENELLESTIRILMES!

B5liim 3'de anlatilan iteratif ¢&zlimlin birbirini izleyen iglem adimlari,
bir dizi halinde birbiriyle baglanip, agagidaki gibi, enlemi hesaplayabilen
tek bir formiil haline ddniigtiirtilebilir,

Enlemi veren (5.a) egitliginde, N ve h yerine sirasiyla (7.b) ve (8)'de-

ki degerleri, yani

N _ a cos ¢ _ a 1—-sin2¢

- / Z. 2 a V 2 .2

N+h pY1l - e"sin" ¢ P 1 -esin ¢
gbzonline alinirsa,

2 / . 2 _
tan¢=—z——(1- e a 1 s;n <2b )1 (20)
P P 1 -esin¢

yazilabilir,




Bu egitlifin sagindaki karekdk icinde de yine hala enlem bulunmaktadir.
Halbuki burada enlem araniyor. Bunun igin tipki iteratif ¢bziimde oldugu gi-
bi, karekdk igcindeki enlem yerine yaklagik bir enlem degeri (&rnegin (6)

egitliginden) alinir:

¢o = arctan [-% (1 + e'z)]

Burada
. / 2
sin ¢ = tan ¢ / V1 + tan” ¢

oldugu diiglintiliip (6) egitligi gdzbniine alinirsa

2

= P (21)
1 - e2 sin2 ¢ p2 + 22 (1 + e'z)

1 - sin2 [

bulunur, Bu egitlik (20)'de yerine konursa ikinci adimda

2
e a )—1 (22)

z
tan ¢.= — (1 -
1 P Vp2 + 22 (1 +e'2)

(20) egitliginin ikinci yaklagimi elde edilmis olur,

Sonra (22) egitligi, bunun sag yanindaki parentez 4y ile gdsterilirse

agagidaki gibi yazilabilir:

z -1

tan 4)1-'- ry L) (23)

2
e a

p? + 22 (1L +e'?)

=1 - (24)

1

Bu kez, (20) egitliginin safindaki enlem yerine (23)'den elde edilen ¢1 de-

geri konursa, (21) egitligine benzer olarak

2 2
1-sin’ ¢ P () 25)
2 .2 - 2 2 2 2
1 -e" sin” ¢ P (ul) +z° (1 -¢e7)
ve yine (22) egitligine benzer olarak
e? ay
z 1 -1
tan ¢, = — (1 - —_ ) (26)
2 /2 2 2 2
P T (" 42" (L -eh)

yazilabilir., B&ylece (20) egitliginin iiglincli yaklagim1 elde edilir.



Daua sonra yaklagimi bir derece daha yiikseltmek istersek, yine daha &n-
ce yapildigi gibi, (26) egitligi, bunun sap yanindaki parantez igi u, ile

gbsterilirse, agagidaki gibi yazilabilir:

_ oz -1
tan ¢2 - ——P— '“2 ’ (27)
e2 a
Hy =1 - (28)

/p2 (“1)2 - 1 - e2)

Bu kez de (20) egitliginin sagindaki enlem yerine (27)'den elde edilen ¢y

degeri konursa, (25) egitligine benzer olarak

2
1 - siné p? (up)

1- e2 sin2¢ p2 (uz)2 + z2 (1 - e2)
ve yine (26) egitligine benzer olarak

2
- e M -1
P

tan ¢3 = (29)

/ p2 (1,)2 + 22 (1 - e2)

yazilabilir. B&ylece (20) egitlifinin ddrdiinct yaklagimi elde edilir.

Bu adim adim yaklagma ydntemi daha da geligtirilip genellestirilirse

z e’ () -1
tang., =-— (1 - ) (30.a)
1 P // 2 2 2 2
P (ui - 1) + z¢ (1 - e2)
2
e a ()
Mg T /2 2 2 2
P () tz (1 -eh)
o2
Moo= e'z ’ i=2,3,4, ,..

yazilabilir. Ayrica daha acik olarak sdyle de verilebilir:

tan ¢, = 2- K&, $=0,1,2,3,...,n (30.b)
i p i
. e2 a K
_ n-1 . o e
Kn-l-/ , i =n i¢in
2 2 2 2
P Kn—l z" (1 - e7)
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e2 a K

5
Ke =1- — > , i =6 icin
//p K5 +z" (1 - ez)
e2 a Ka‘
K5=1- , i =5 igin
//pz KZ + z2 (1 - e2)
e2 a K3
K4 =1- ’ i =4 igin
)/p2 K§+z2 (l—ez)
e a K2
Ky=1- - , i =3 icin
//p Kg + 22 (1~ e2)
e2 a K1
K2=1- 3 > > > i=2igin
/ P K1 +2z (1L -¢e)
e? g Ko
K1 =1 - i=11ig¢in
p2 Ki + 22 (1 - e2)
2 . . .
Ko =1-e ’ i =0 igin

7. YOKSEKLI&IN DAHA KARARLI OLARAK BULUNMASI
§imdiye degin elipsoid yiiksekligi (=h), (8) veya agagidaki

h = | z [ sin ¢ | - N@1 -~ e2) (31)

formiilden bulunmugtur, h, (8)'den bulundugunda ¢’»90° iken, enlemdeki kiigiik
degigimlere kargi g¢ok duyarli oldupundan (8) yerine daha kararli olmasi nede-
niyle (31) Snerilir (Heck 1987, Penev 1978), Texrsine ¢ ~ 0° iken ise (31)ye-
rine (8) yeglenmelidir,
¢ = 0° ise (1) ve (2) formillerinden
h=p-a,

0 olacagindan

ve ¢ = 90° ise x = y
h=z~b=z~a/v 1l~-e
yazilabilir (Penev 1978),.
Uzayda bir noktanin referans elipsoidine olan yiiksekligi, bu noktadan ge-
gen normalin elipsoide kadar olan uzakligi olarak diiglinlilebilir. (1) ve (2)

formiillerinden

11



h = /(x - xo)2 + @y - y°)2 + (z - zo)2 (32)

| z]< | zol ise h< 0
yazilabilir.

h'nin (32)‘'den bulunmasiyla, yukarida belirtilen sakincalar ortadan kal-

kar. Bunu gdstermek igin enlemdeki kiigiik bir degigimin h'ya etkisi

X-XO ax() y-yO 3 y0 + z-.ZO 3 z0
h 3%

dh < + ... h#O0

B 3% T h 3%
olarak verilebilir (Stoer 1972). (2) formiillerinin enleme gdre kismi tiirev-
leri alinip bu son egitsizlikte yerine konursa, birinci derece terimlerin
birbirini gotiirdiiii goriiliir. Benzer gekilde, enlemdeki kiiglik bir degigimin
h'ya etkisi, (8) ve (31) formiillerine gdre de incelenirse, birinci derece-
den terimlerin yok olmadifi ortaya g¢ikar. O halde (32)'den bulunan h, (8)ve
(31)'deki h'ya gdre, enlemdeki kiigiik degigimlere daha az bagimlidir, dola-
yisiyla (32) formiilii, sayisal bakimdan (8) ve (31)'e gbre, h ~ 0 diginda,da-
ha kararlidir. h ¥ 0 (yani, h<~ 1 cm) oldugu kesimlerde,¢ < 45° ise ®),

o > 45° ise (31) daha kararlidir.

8. BOYLAMIN HESAPLANMASINDA UZEL DURUMLAR

Boylami veren tanjant fonksiyonu (yani, (3) formiilii), y ekseni iizerinde-
ki (x =0, y # 0), diger bir deyigle zy diizleminde bulunan (yani X\ = 90° ve-
ya A= 270%) noktalar igin ve ayrica (x =y =0, z # 0) 8zel durumunda tanim-
11 degildir. Bu birinci 6zel (yani, x = 0, y # 0) durumunda programin kesil-

memesi ig¢in Hekimoglu (1992)'de ikinci temel &dev igin geligtirilen Sneriden

yararlanilabilir:
A=nm - arctan — > - —lL-sgn (y+EPS)
y+EPS 2
veya (33)
A =2 arctan y * EPS + 7
x - p + EPT

EPS < E-15, EPT < E-27.

12



9, SAYISAL ARASTIRMALAR

Sayisal bir test modeli, uluslararasi elipsoidin parametreleri (a,b)
Heck (1987)'ten alinarak kurulmugtur, Keyfi ¢, A, h degerleri verilerek,bun-
lara kargilik gelen x, y, z degerleri hesaplanmigtir, Sonra ters problem
olarak, x, y, z degerleri bilindigine gdre, geriye gidilerek ¢, A, h deger-
leri, kesin ¢dziim yontemleri ve iteratif ¢8ziim ydntemleri yardimiyla bulun-
mugtur, BSylece herbir ydntemin sayisal olarak dogrulufunu incelemek olana-
g1 dogmustur.

Sayisal dogruluk acisindan a, b parametre ¢ifti temel alinip bunlara bag-
11 olarak diger biiylikliikler tiiretilmelidir. Bagil olarak biiyiik sayilarla ca-
ligildigindan, hesaplar bilgisayarda, mutlaka iki kat duyarlikta yapilmali-

dir.

Kesin ¢dzlim veren ydntemlerden burada, yalnizca Borkowski, Heikkinen,

Ozone, Paul ydntemleri incelemmigtir (Gizelge-3).

Borkowski ¢&ziimi, enlemin 0° < ¢ < 2° ve zellikle 0° < ¢ < 1° arasin-

da yer aldigi kesimlerde tam kesin (birebir karsilik) sonug vermez.

Heikkinen ¢8ziimii, enlemin (¢ v 900) 90° ye ¢ok yaklagtigi durumlar digin-
da, genel olarak diger kesin ¢8ziim veren ydntemler iginde, sayisal bakimdan

en dofru sonug veren ydntemdir.

Ozone ¢dziimii, ¢ = 0° igin tanimli degildir. Ayrica enlemin 89° < ¢ < 90°

arasinda oldufu kesimde, tam kesin sonug vermez.

Paul ¢oziimi, ¢ = 0° i¢in tanimli degildir, Ayrica enlemin ¢ < n20° ve
5zellikle 0° < ¢ < 5° arasinda oldupu kesimlerde tam kesin sonu¢ vermez.Hat-
ta enlem sifira yaklagtifi kesimlerde hesaplanan enlem, olmasi gerekenden
dnemli Slclide sapar. Gizelge-3'ten de gdriildiigii gibi, burada ele alinan ke-

sin g¢ozlimler iginde en sagliksiz sonug veren bir yontemdir.

Tim kesin ¢bziim yontemleri, z ekseni iizerinde bulunan tiim noktalar (x =
y =0, z# 0) ve dzel olarak kutup noktalari igin tanimli degildir. Ozellik-
le kutup noktalari (¢ v % 900) ve ekvator (¢ 00) gevresinde tam kesin
sonug vermezler. Borkowski g¢&ziimii, kutup noktasini (ya da kutup noktalarini)
merkez alan yaklagik 1 cm yarigapinda bir cember (tanimsizlik dairesi)igin-
deki tilim noktalar igin tanimli degildir. Heikkinen ydnteminde bu tanimsizlik
dairesinin yaricapi yaklagik 1 dm, Ozone yonteminde yaklagik E-8 m, Paul ¢&-

zlimiinde ise yaklasik 1 mm kadardir.
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Gizelge 3'teki sonuglar yakindan incelenirse, tiim kesin ¢oziimlerin (al-
goritmalarin) kuramsal olarak tam dogru olmalarina karsin bazi durumlarda,
sayisal bakimdan nasil kararsiz olduklari ve Szellikle ayni sonucu vermedik-

leri agikga gdriilmektedir,

lteratif yontemlerden burada, Bartelme ve Meissl, Vincenty ydntemleri
ile tarafimizdan gelistirilen iki ybntem (bak.B&lim 10) ve ayrica yine ta-
rafimizdan geligtirilen genellegtirilmis Bowring ve genellegtirilmig Bor-

kowski ydntemleri incelenmigtir.

Cizelge 1l.a gerek genellestirilmis Bowring ve gerekse genellegtirilmig
Borkowski iteratif ydntemlerinin 6'nci dereceye kadar olan iterasyon adim-
lari goriilmektedir. Bu gizelgede, soldaki 1'nci iterasyon bilinen Bowring
yontemini, sagdaki 1'nci iterasyon da bilinen Borkowski iterasyon ydntemini
olugturmaktadir. Her iki ydntemde de 6'nci iterasyona kadar gidilmesine kar—

sin tam kesin sonuglara ulagilamamigtir.

Cizelge 1.b'de Bartelme ve Meissl, Vincenty iteratif ydntemlerinin so-
nuglari goriilmektedir, Bartelme ve Meissl yonteminde 3'ncii iterasyonda, Vin-

centy ybnteminde ise 4'ncii iterasyonda tam ve kesin sonuglara ulagilmigtir.

Cizelge 2.a'da b5liim 6'da tarafimizdan geligtirilen, iteratif ydntemin
6'nc1 dereceye kadar olan iterasyon sonuglari sergilemmigtir, 6'nci iteras-

yonda tam ve kesin sonuglara ulagildifi g8riilmektedir,

Cizelge 2,b'de ise b&lim 10'da formiilleri verilen, tarafimizdan &nerilen,
ikinci iteratif ydntemin sonuglari sergilemmigtir. Bu yéntemde istenen adim-
da (iterasyonda) enlem, dnce bdliim 6'daki enlemi dogrudan veren formiillerin
birinden, Srnegin (30.b)'den hesaplanir. Daha sonra h, (32) formiiliinden he-
saplandiktan sonra, enlem yeniden(5,a veya 5.b) formiillerinin birinden elde
edilir, Bu y¥ntemle 3'ncii adimda tam ve kesin sonuglara ulagildigi gizelge-
2.b' den goriilmektedir. Yiiksekligin ara deger olarak hesaplanmasindan sonra,
enlemin buna gdre yeniden bulunmasi, iterasyon siirecini oldukga kisaltmakta-

dir.

Bu sayisal aragtirmalara gdre, kesin ¢bziimlerden en dofru sonug veren
Heikkinen ydntemi, ve iteratif g¢tziimlerden ayni derecede tam ve kesin sonug-
lari veren Bartelme ve Meissl, Vincenty ydntemleri ile tarafimizdan geligti-
rilen iki iteratif yontemdir. Bu ydntemlerden dogal olarak hesaplama zamani

en az olanlar tercih edilmesi gerekir. Bu amagla bu ydntemlerin herbiri igin,
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bilgisayarda ayri birer program yapilarak bagil hesap siireleri (execution
time) bulummugtur, Bu siireler gizelgelerde en altta ayri bir satirda gdste-
rilmigtir, Bu adi gegen 4 iteratif y®dntemin sonuglarinin yer aldi¥i gizel-
geler incelenirse, bunlardan en hizli hesaplananin tarafimizdan geligtiri-
len, b8liim 10'daki ikinci iteratif y&ntem oldugu ve onu b&liim 10'daki bi-
rinci iteratif ydntemin izledigi g®riiliir, Tarafimizdan geligtirilen her iki
iteratif ydntemde de kutup noktalarindaki tanimsizlik dairesinin yarigapi

yaklagik E-8 m kadardir.

Kurulan bu sayisal test modelinde yiikseklikler (8), (31) ve (32)formiil-
lerine gbre ayri ayri hesaplanmigtir, Ozellikle ¢ 0° ve ¢ v = 90° szel
durumlarinda ve genel olarak her durumda (h ~ O m diginda) (32) formiliiniin

daha dogru ve daha kararli sonuglar verdigi saptanmigtir.

10, 1Kt YEN! iTERATIF ALGORITMANIN UZET FORMOLLER:

B6liim 9'da (30.b) ve (32) formiilleri lizerinde yapilan sayisal aragtirma-
lardan gikan sonuglara gdre, doniigiim problemini tam kesin olarak gizen (en
kesin sonuglari veren Heikkinen ydntemi ile tamamiyla ayni) iki yeni algo-

ritma ortaya konabilir:

a., Birinci iteratif ydntem: Enlem, (30.b) formiiliinden 6'nci (i = 6)ite-
rasyona gdre bulunur:
tan ¢ = tan 4, = 2K (34)
6 p 6
Enlem bu formiile gbre bulunduktan sonra, h (32)'den ve bu formiildeki
Xy Yoo 2 (2)'den ve N degeri (7.a) veya (7.b)'den elde edilir.

b, Ikinci iteratif yoéntem: Enlem &nce (30.b) formiiliinden 3'ncli (i =3)

iterasyona gdre bulunur, yani

tan ¢, = 2= K,

o 3 (35)

Sonra bu 9, enlemi, (7.a veya 7.b) ve (2) formiillerinde yerine konarak sira-

siyla N, x

z hesaplanir:
o YO, ° P

N=a//1- e? sin 95

15



x = N cos ¢3 cos A

y, = N cos ¢, sin ) (36)
2y .

z = N (1-e”) sin ¢3

Daha sonra bunlara dayanarak (32)'ye gbre h bulunur. Son olarak hesap-

lanan N ve h, (5.a) veya (5.b)'de yerine konarak kesin enlem elde edilir.

11, SONUC VE UNERILER

Bu yazida jeodezik dik koordinatlardan jeodezik efri koordinatlarin bu-
lunmasi sorunu (ters problem), hem kesin ¢dziimler ve hem de iteratif ¢dziim-
ler bakimindan incelemmigtir, 0zellikle formiilleri karmasik olan, dolayisiy-
la zor denetlenen ve ¢ " 0° veya ¢V * 90° 5zel durumlarinda dogru sonug ver-
meyen, yani sayisal bakimdan kararsiz olan kesin g¢dziimler yerine; sbzii edi-
len 8zel durumlarda da daha dogru sonug¢ veren, agik, yalin iki yeni itera-

tif yontem geligtirilmigtir,

Bilinen iteratif ¢8zilim, burada geligtirilen bir yolla genellegtirilerek,
enlem, dogrudan tek bir formiil halinde (30.a, b formiilleri) agik olarak ifa-
de edilmigtir. BSylece hem bagil olarak biraz keyfilik tasiyan iterasyon sii-
recinden kurtulunmug ve hem de enlem formiilii programlamaya daha yatkin bir

duruma getirilmigtir,

Kurulan sayisal bir test modelinde yapilan aragtirmalara gére, kesin ¢&~
ziimler icinde en dofru sonuglari veren Heikkinen ydntemidir. B&liim 6'da ge-
ligtirilen, genellestirilmig iteratif ¢oziim (30,a, b formiilleri) 6'nci ite-
rasyonda, Heikkinen ki ile tamamen ayni sonuglari vermigtir (BSliim 10'daki
birinci iteratif y®ntem). Ayni gekilde b&liim 10'da agiklanan ikineci iteratif
ydntem de her durumda tam kesin sonug¢lari vermistir. Ayrica Bartelme ve Me-
issl yontemi, 3'ncii iterasyonda, Vincenty ydntemi 4'ncili iterasyonda ayni bi-
¢imde tam kesin sonuglari vermiglerdir. Ancak bu ydntemlerin iginde bilgisa-
yarda bagil hesaplanma siiresi en kisa olani, tarafimizca gelistirilen ikin-
ci iteratif ydntem olmug ve bunu birinci iteratif y®ntem izlemigtir. Boyle-
ce sayisal agidan kesin g¢dziimlerden daha kararli ve ¢ 0%, ¢ ~ + 90° &zel
durumlarinda daha dogru ve ayrica hesaplama siiresi daha kisa olan, iki yeni

¢Ozilim yntemi ortaya konmustur.
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Ozetle, eger enlem icin tek bir formiil gerekiyor, ya da yalniz enlem
bulunacaksa, o zaman enlem (34) formiiliinden (birinci iteratif yontem) he-
saplanmalidir, Efer hem enlem ve hem de elipsoid yiiksekligi bulunacaksa, o
zaman (35), (36), (32) ve (5.a veya 5.b) formiilleri, yani ikinci iteratif

yontem uygulanmalidir,

Bu yazida dzellikle yiiksekligin, sayisal bakimdan daha dogru ve daha
kararli olarak bulunmasi igin arastirmalar yapilmistir. Buna gdre elipsoid
yilksekliginin, (8) veya (31) formiiliinden degil, (32) formiiliinden bulunmasi

gerektifi ortaya gikmigtir.

Doniigim problemi, z ekseni lizerinde bulunan tiim noktalar (x =y = 0,
z # 0) ve 8zel olarak kutup noktalari, yani ¢ = * 90o oldugu noktalar igin
tanimli degildir. Bunun diginda A = 90°, 270° degerleri i¢in de problem,da-
ha dogrusu boylami veren tanjant fonksiyonu tanimli degildir. Bu durumda
sonu¢ alabilmek, yani bilgisayarda programin kesilmesini 8nlemek igin (33)

formiillerinin birinden yararlanilabilir.
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Gizelge l.a; Genellesgtirilmig iteratif ¢oziimlerde (¢g p) X 10_'13 farklary

ercek - d>hesa

) b Genellegtirilmig BOWRING Genellestirilmis BORKOWSKI

(@) km 1 %) 2 3 4 5 6 1 2 30 4| 5] 6

100 0Q0 0 Q Q 0 0 Q 0 Q 0 Q 0 0

10 000 0 0 0 0 0 Q 0 0 0 0 0 Q

89,99 1 000 Q 0 0 C Q 0 Q 0 0 0 0 0

0 Q Q Q ) 0 C 0 0 0 0 0 0

-1 000 Q 0 Q ] Q 0 0 0 0 0 0 0

100 000 - 462 399 - 3328 |~ 22 0 Q 0f 1150 781| - 807 341 0 0 0 0

10 000 - 126 997 - 5943 |- 27 -2 - 2 -2 -~ 826 663 - 222 992 oO(-1((-1]-1

70 1 000 - 139 384 - 145 0 ) 0 0 - 134 514 - 2 467 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 000 - 360 703 515 0 1 1 1 - 373 311 6 420 1 1 1 1

100 000 | - 1 744 577 -5533 | -9 -2 | =2 | =21 434379 -3044195|-2|-2 |-3]|-3

10 000 - 4 788 068 - 9 866 -28 -2 -2 -2 |(-3 117 103 - 835496 |- 3 |-1 [-11 |-11

L5 1 000 - 524 971 - 24 | -1 -1}-1 (-1} -506651| - 9161 |-1|-1|-1|~-1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 000 -1 357 606 852 5 5 5 5 ||-1 404 985 23 692 5 5 5 5

100 000 — 464 274 405 2 0 0 O 1156 511| -809643| 0] 0] 0| O

10 000 -1 273 316 724 0 2 2 2 - 829 053 - 220 793 0O|-1¢((-1|-1

20 1 000 - 139 465 18 0 0 0 0| - 134 603 - 2 398 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 000 ~ 360 414 - 63 1 0 0 0 - 372 971 6 163 1 1 1 1

100 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 000 Q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.01 1 000 0 Q 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

100 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 000 0 0 0 0 Q Q Q 0 0 0 0 0

0 1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0 0

-1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Baf1l ) 1.4 1,8 2.5 3.3 | 4.2 | 5.1 2.1 2.4 2.8 3.2 [3.6 |4.1
hesap.

siiresi ¢ ve h 5.3 4.3

¥) 1,2,3,... sayilari iterasyon adimlarini gdsterir.
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Gizelge-1.b: Iteratif ¢oziimlerde

Cizelge-2.a;(30.b) formiiliine odre
)x 10713 farklari

-13
(¢gerg¢k - ¢hesap2 x 10 farklari (¢gergek-¢hesap,
) h BARTELME ve MELSSL VINCENTY TTERASYONTLAR

©) km Al u=2 | u=3 1 2 3|4 1 2 3 4 51 6
100 000 T Q 0 Q 0 0 00 255 698 - 103 Q Q Q 0
10 000 Q o 0 0 0 0o 1 081 077 -2 844 7 al ao| o
89.99 1 000 0 ol o 0 0 oo 534 402 -3 125 18 ol a| o
0 0 ol o 0 0 0lo0 0 0 Q al o| o
-1 000 0 0 0 0 0 0j0 - 100 793 8 095 -65 1 0 0
100 000 - 134 959 0 0 - 434 0 00 415 765 388 =148 343 53 0 0 0
10 000 116 423 0 0 =1 725 1 00 1 757 602 831 | -4 078 115 9 462 -22 0 0
70 1 000 547 371 -1 0 - 139 0 0(0 868 662 669 | -4 482 058 23 126 | -119 1 0
0 0 0| o0 -5 0 010 0 0 0 ol ol o
-1 000 (-1 657 806 14 0 =1 459 0 00 -1 632 168 297 |11 609 719 |-82 278 583 | -4 0
T00 000 | - 507 467 | -1 | © 292 -1 0]0 366 222 175 — 73 707 15 0 0] ©
10 000 436 554 -2 0 - 129 3 0|0 1 547 504 826 | -2 026 291 2 653 - 4 0 0
45 1000 | 2053547 |-12| 0O 168 -1 olo 76 435 682 | -2 227 003 6 488 | -19| 0] o0
0 0 o} o - 41 0 0|0 0 0 0 0} ol O
-1 000 [-6 215 636 131 0 -1 146 -7 0(0 -1 440 866 173 5 768 555 |-23 095 92 0 0
100 000 - 134 593 0 0 2 244 -13 00 55 069 922 - 2 583 0 0 0 0
10 000 115 465 0| 0 8 248 -3 olo 232 603 485 - 71 016 22 of of o
20 1 000 543 422 | -1 0 2 247 -2 0lo 114 818 786 - 78 050 53 ol o| o
0 0 0| o0 -4 0 olo 0 0 0 of of o
-1 000 |-1 643 791 14 0 - 706 -1 (0 - 216 351 368 202 172 - 189 of o o
100 000 0 0] 0 153 =1 T[]0 T 0 0 0 0] 0
10 000 0 0 0 667 -3 110 3 Q 0 0 0 0
0.01 1 000 0 0| 0 112 -1 0o 2 0 0 o/ ol o
0 0 0| 0 0 0 ofo Q 0 0 ol ol o
-1 000 0 o| 0 359 1 0{0 -3 0 0 ol of o
100 000 0 0] 0 0 0 010 0 0 0 O 0] 0O
10 000 0 ol o 0 0 0lo Q Q 0 ol ol o
0 1 000 0 o o 0 0 olo 0 Q Q ol ol o
0 0 o} o 0 0 olo 0 0 0 al o o
-1 000 0 o| o0 0 0 clo 0 0 0 ol o] o
E:ggév ¢ 0.9 1,0 1.1 1.211,2]1.3
sliresi | ¢ ve h 1.4 2,0 2.5 3.0 4,2 5] 6 1,6
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Gizelge-2.b: lkinci iteratif ydnteme gdre Gizelge-3: Kesin Cbziimlerde 13

@ ercek Phesap,) X 10713 farklari gercek Phesap,) X 10 farklary
o h ITERASYONLAR
(0) km 1 2 3 BORKOWSKI P AU L OZONE HEIKKINEN
100 000 0 0 0 -1 0 - 19 0
10 000 0 Q 0 -1 Q - 3 0
89.99 1 000 0 0 0 -1 0 - 2 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
-1 000 0 0 0 -1 Q 0 0
100 000 100 0 0 0 1 0 0
10 000 1 971 -5 0 0 0 0 0
70 1 000 488 -3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Q
-1 000 1 664 -12 0 0 0 0 0
100 000 234 0 0 0 0 0 0
10 000 4 186 -6 0 0 0 0 0
45 1 000 1 029 -3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ] 0 0
-1 000 3 576 -15 0 0 -1 0 0
100 000 14 0 0 0 <41 0 0
10 000 259 0 0 0 -3 0 0
20 1 000 63 0 0 0 -2 0 0
0 0 0 0 0 -5 0 0
-1 000 224 0 0 0 3 0 0
100 000 0 0 0 - 133 032 - 242 823 148 392 0 0
10 000 0 0 0 46 438 - 531 183 684 104 0 0
0.01 1 000 0 0 0 - 1 088 - 495 878 254 029 0 0
0 0 0 0 - 667 - 170 104 043 407 0 0
-1 000 0 0 0 - 354 - 527 485 992 418 0 0
100 000 0 0 0 0 *%) *) 0
10 000 0 0 0 0 program program 0
0 1 000 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 galigmaz galigmaz 0
-1 000 0 0 0 0 0
ﬁagll N 2.9 3.5 2.0 4.3
2SoP g ve b 1.6 3.4 4,0 2.5 4.8
suresil

*¥) z'ye 10_9 degeri eklenirse, yani z = z + 10—9, program galisir

¥¥) Burada da z'ye 10-'9 eklenince program galigir, fakat sagma sonuglar gikar.



