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JEODEZIK DtK KOORDtNATLARDAN EGRt KOORDtNATLARA 
DONO~OM lCtN YENt ALGORtTMALAR 

Serif HEKtMOGLU 

Jeodezik dik koordinat1ardan e~ri koordinat1ara donli§lim prob1eminin ke­

sin ve iteratif ~ozlim1eri say~sa1 bak~mdan e1e a1~narak ince1enmi§tir. En-

1emin bu1unmas~nda, karma§~k ve kararS1Z olan kesin ~ozlim1er ve yak1a§1k 

olan iteratif ~ozlim1erden, say~sa1 bak1mdan daha do~ru ve daha karar11 so­

nu~ veren, yeni a1goritma1ar veri1mi§tir. Ayr~ca yliksek1i~i daha karar11 

olarak hesap1ayan yeni bir a1goritma oneri1mi§tir. 

ABSTRACT 

The iterative and noniterative solutions of the transformation problem 

from rectangular space coordinates to geodetic latitude and height are dis­

cussed numerically. Th~ new algorithms are given to calculate the geodetic 

latitude. They are more accurate than the iterative ones which give appro­

ximate results and than the noniterative ones which are very complicated 

and unstable. In addition to this, a new algorithm which is numerically mo­

re stable than the others is proposed for geodetic height. 

1. GtRl~ 

Jeodezik dik koordinat1ardan (x,y,z) e~ri koordinat1ar1n (¢=jeodezik 

en1em, A=jeodezik boy1am, h:e1ipsoid yliksek1i~i) bu1unmas1 bir donli§lim1e 

ger~ek1e§ir. Bu ge~i§ ko1ay de~i1dir ve uygu1amada baz~ sorun1ar vard1r. 

Global konum be1ir1eme sisteminin (Global positioning System) yayg1n ku11a­

n11mas1y1a bu donli§lim glince11ik ve onem kazanm1§t1r. 

Bu donli§limlin ~ozlimli, daha do~rusu en1emin bu1unmas1 i~in ~ok saY1da a1-

goritma1ar ge1i§tiri1mi§tir. Bun1ar iki ana grupta top1anabi1ir: 1teratif 

~ozlim1er, kesin (veya kapa11) ~ozlim1er. 

Sorunun iteratif ~ozlimli ilk olarak Hirvonen ve Moritz (1963), Heiska­

nen ve Moritz (1967) taraf1ndan veri1mi§tir. Barte1me ve Meiss1 (1975), 

Slinke1 (1976) seriye a~mak suretiy1e ve ayr1ca Vincenty (1976, 1980), pick 

(1985) duru1an noktadan ger,;ti~i dli§linli1en done1 elipsoid1e referans elipso-
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idi aras1ndaki i1i§ki1ere dayanan iteratif ~ozUm1er ge1i§tirmi§lerdir. lte­

rasyon sUrecini k1sa1tmak i~in Bowring (1976), Una1 (1983) ve Borkowski 

(1989) taraf1ndan yeni ~ozUm1er oneri1mi§tir. En1emi tek bir formU11e yak-

1a§1k olarak veren Bowring a1goritmas1n1n hesab1 Borkowski a1goritmas1ndan 

daha k1sad1r (Laskowski 1991). Gene1 olarak iteratif ~ozUm1er yak1a§1kt1r, 

fakat hesap1anma1ar1 ko1ay ve a~1kt1r. lterasyon silrecinin ne zaman durdu­

ru1aca~1 k1smen keyfidir. En1emi bu1urken, oze11ik1e Bowring ve Borkowski' 

nin a1goritma1ar1, yeryUzU nokta1ar1 i~in iyi bir yak1a§1m verme1erine kar­

§1n, yeryUzU d1§1ndaki nokta1ar i~in yak1a§1m1ar1 kotU1e§ir. Ozet1e bu iki 

yontemin dogru1ugu yUksek1ige ba~11 olarak degi§ir. 

Sorunun kesin sozUmU, en gene1 bi~imde, duru1an noktan1n referans e1ip­

soidi yUzeyine olan, bu noktadan ge~en meridyen dUz1emindeki uzak11g1n1n 

minumum yap11mas1, yani Lagrange minumum odevi yard1m1y1a veri1ir (Benning 

1974, SUnke1 1976, Grafarend ve Lohse 1991). Jeodezik en1emin bu1unmas1nda 

ortaya ~1kan tan ~ nin 4. dereceden denk1eminin (Vanicek ve Krakiwsky 1982) 

Ferrari'ye (Penev 1978) veya Decartes-Eu1er'e (Paul 1973) gore ~ozUm1eri, 

duru1an noktadan ge~en norma11e meridyen e1ipsinin kesi§tiri1mesi(Froh1ich 

ve Hansen 1976, Heikkinen 1982) ve ayr1ca hareket ettik1eri e§it1ik1erinoz­

de§ oldugu Borkowski (1989) i1e Ozone (1985) yontem1eri, as11nda Lagrange 

minumum odeviy1e yap11an ~ozUmUn birer oze1 durum1ar1 olarak gorU1ebi1ir. 

Kapa11 ~ozUm1er kuramsa1 olarak tam dogru olma1ar1na kar§1n, saY1sa1 ba­

k1mdan baZ1 durum1arda karars1zd1r1ar. Oze11ik1e en1emin 0 veya 90 dereceye 

yak1n oldugu bo1ge1erde dogru sonu~ vermez1er. Ayr1ca karma§1kt1r1ar (Heck 

1987). Do1aY1s1y1a yuvar1atma hata1ar1n1n artmas1na ned en olur1ar (Borkows­

ki 1989). Hesap1ama zaman1 iteratif yontem1ere gore daha faz1ad1r. 

§imdiye degin tart1§ma1ar hep en1emin bu1unmas1 Uzerine yap11m1§t1r.G1o­

ba1 konum be1ir1eme sisteminin uygu1amada yayg1n1a§mas1, U~UncU boyutunda 

yeter1i bir dogru1uk1a be1ir1enmesi gere~ini gUndeme getirmi§tir. Ya1n1z, 

e1ipsoid yUksek1i~inden ortometrik yUksek1i~e ge~i§ i~in, daha once jeoidin 

yeter1i bir dogru1uk1a be1ir1enmi§ 01mas1 gerektigi a~1kt1r. E1ipsoid ytik­

sek1igi en1em hesap1and1ktan sonra bi1inen formti11ere gore (ornegin Heck 

1987) e1de edi1diginde, en1em 00 ye yak1n ise, sinUs1U formU1 veya en1em90o 

ye yak1n ise, kosinUs1ti formU1 karars1zd1r, yani dogru sonu~ vermez. Do1aY1-

s1y1a bu formti11er, bu oze1 durum1arda en1emdeki olas1 hesap hata1ar1na kar­

§1 ~ok duyar11 olur. 
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Bu yaz~da enlemin bulunmas~ i~in, iteratif ~ozlimlerden daha do~ru, he­

sap lama sUrecini mlimkUn oldu~unca k~saltan, say~sal a~~dan kesin yontemler­

den daha kararl~, a~~k, yal~n, yeni algoritmalar ara§t~r~lacakt~r. Ayr~ca 

elipsoid yUksekli~ini daha kararl~ olarak veren bir algoritma lizerinde duru­

lacakt~r. 

2. PROBLEMtN TANIMI 

Jeodezik dik koordinatlar (x,y,z) ile e~ri koordinatlar (~,A,h) aras~n­

daki ili§ki bilindigi gibi §oyle verilir: 

x = (N+h) cos ~ cos A 

y 

z = 
(N+h) cos ~ sin A 

(N(1-e2) + h) sin ~ 

(1) 

~ekil-l'de P noktas~ndan ge~en elipsoid normalinin referans elipsoidini kes­

tig;i Q noktas~n~n koordinatlar~ ise 

z 

y 
x 

~ekil-l 
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x :; N cos¢ COSA 
0 

YO N cos¢ sinA (2) 

2 sin¢ z N (l-e ) 
0 

§eklinde verilir. 

Burada problem x,y,z verilince,¢ ,A ve h n1n bulunmas1d1r. Hemen gorlil­

dligli gibi boy lam, kolayca (1) e§itliklerinin ba§tan ikincisinin, birincisi­

ne bollinmesiyle 

= y / x (3) 

elde edilir. Fakat ¢ ve h n1n bulunmas1 bu kadar kolay degildir. 

3. tTER/H! F COZOM 

¢ ve h n1n bulunmas1 i~in §oyle bir yol izlenir: Once (1) formlillerinin 

3 ncli e§itligi, a§ag1daki (4) e§itligi ile bollinlir, 

p = / x2 + y2 = (N+h) cos¢ 

ve tan ¢ yaln1z b1rak1l1rsa, 

tan¢ 

veya 

tad 

z 
p 

2 N -1 
(1 - e N+h) 

2 h -1 
(1 + e' N+h) 

(4) 

(5.a) 

(5.b) 

yaz1labilir. Bu e§itligin sag1nda N ve h hala bilinmemektedir. Bu ylizden so­

runu iteratif ~ozmek gerekecektir. ¢'nin iteratif yontemle bulunabilmesi 

i~in ba§lang1~ degeri olarak 

= (6) 

a11n1r. Sonra buradan bulunan ¢(o) degeri ile N(l) a§ag1daki 

(7.a) 

veya 

4 



N = a 
2 

- e 
. 2 

s~n </> 

formU11erin birinden ve h(l) ise, a§ag~daki formU1den bu1unur: 

h = (p / cos</» - N 

(7.b) 

(8) 

J\rt~k bu deger1er (5.a) veya (5.b)'de yerine konarak </>(1) de~eri e1de edi1ir. 

Daha sonra </>(1) degeri i1e yine (7.a) veya (7.b) 'den N(2) ve (8) 'den h(2)de­

ger1eri ve daha sonra bun1ar (5.a) veya (5.b)'de yer1erine konarak </>(2) he­

sap1an~r ve boy1ece bu i§lem1er ard~§~k olarak hesap slireci yak~nsay~ncaya 

kadar, yani se~i1en hata pay~na (E) bag1~ olarak slirdUrli1lir: 

I h(i) - h(i_1) I ~ aE. 

(Heiskanen ve Moritz 1967, Vanicek ve Krakiwsky 1982, Heck 1987). Burada i 

iterasyon say~s~d~r. h .,. Nolan yerylizli nokta1ar~ i~in iterasyon yontemi ~ok 

~abuk yak~nsar (Heck 1987). Burada formli11erde ge~en a, b, c, e2 , e,2 se~i­
len referans e1ipsoidinin parametre1eridir. 

4. BOWRING YUNTEMtNtN GENELLE$TtRtLMESt 

tteratif ~ozlim1er i~inde uygu1amada en ~ok ku11an~lan Bowring yontemidir. 

Bu yontemde </> en1emi 

tan</> tanG z a 
= ---ph (9) 

olarak veri1ir (Bowring 1976). Burada G §eki1-1'deki P noktas~n~n indirgen­

mi§ en1eminin ilk yak1a§~k degeridir, yani 

a b tanG 
2 z a = = Pb2 

z 
p 

(6) daki </>(0) a kar§~l~k ge1en indirgenmi§ en1emdir. Do1ay~s~y1a (9) formli-

1lindeki ¢ degeri, bir an1amda ¢'nin birinci iterasyon degeridir. 

Bowring, (9) formli1linli a§ag~daki e§it1ikten hareket ederek 

tanS 

ve tanS 

2 
tanG (1 - e 2) + ~ sins 

p 

u donti§timtiy1e bu1unan a§a~~daki feu) 
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2 
e a u 2 

f(u) = u - tanG - ---'==---2~ + e tanG 
p/1 + u 

= 0 

u = tanG yak1a§1k degeri i1e Tay10r'a gore diziye a~arak, yani 
o 

f(u) = 0 = f(u ) + (u-u ) f'(u ) + 
o 0 0 

(u-u )2 
o 

--;;:2"T!--- f" (uo ) + ••••• 

ve ya1n1zca ilk iki terim1e yetinerek bu1mu§tur. 

Ayn1 sonu~ Newton iterasyon yontemiy1e de e1de edi1ebi1ir: 

u = u o 

f(u ) 
o 

f'(u ) 
o 

(Jordan-Enge1n ve Reutter 1973, Stoer 1972). 

(11) 

(12) 

(13) 

Bowring iterasyon yontemi gene11e§tiri1mek istendiginde, (12) e§it1igi 

(u-u ) parantezine a11n1rsa 
o 

u=u o 

f(u ) 
o 

[ (u-u ) (u-u )2 1 
f' (uo) + ___ 0_ f" (u ) + _.,.-..,--0 ___ f'" (uo) + ... 

2 ! 0 3 : 

(14) 

yaz11abi1ir. Bu e§it1ikte gereken tlirev1er (11) e§it1iginden bu1unup, f(u ) 
o 

f(u ) = 
o 

2 
e a 

p 
sin:> 

2 
+ e tane 

ve ayr1ca paydadaki ko§e1i parentez i~indeki (u-uo) yerine 

k (u-u ) 
o 

tanS - tanG 

gozonline a11n1rsa, 

(e2 a / p) sinG - e2 tanG 

1 - (e2 a / p) cos 3G 

(15) 

(e2 a / p) sinG - e2 tanG tan S = tan G + _____ ---.:~-=~-.r:._.!....._=::.;.::.. ___ ....:;..--.;~=_ __________ _ 

[ e2 a 3 k "() k2 f"'() ] 1 - -- cos G + -2' f u + -3' u + ••• p .0. 0 

e1de edi1ir. Burada ge~en tlirev1er a§ag1da veri1mi§tir. 
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f'(u) 
o 

f' '(u ) 
o 

2 
e a 3 

'" 1 - --- cos 0 
p 

3 e2 a. 4 = ---'--- sl.n0 cos 0 p 

f"'(u )= 
o 

3 e2 a 7 
---- cos 0 

p 
2 (1 - 4 tan 0) 

................... , ............... , .... . 
5. BORKOWSKI YONTEMtNtN GENELLESTtRtLMESt 

Bu yontemde, Bowring'de oldu~u gibi, once indirgenmi§ en1em B bu1unur: 

B = 2 sin (B - n) - t s in 2 B 
Bo - 2"[oo;;(B- it - t cos 2 SJ (16) 

Bu formUlde Bo o (bak.(9) e§it1i~i) ve 

(17) 

olarak a11.nl.r (Borkowski 1989). 

Borkowski, a§a~l.daki denk1emden hareket ederek 

2 sin (B - n) - t sin 2 S = 0 (18) 

bu denk1emin kok1erinden birini,Newton iterasyon yontemini, yani (13)'U uy­

gu1ayarak ve S yerine 0 ve 
o 

(19) 

a1arak (16) e§it1i~ini bu1mu§tur. 

(18) e§it1i~i i1e (10) e§it1i~i ozde§tir. 9UnkU (18) a~l.ll.p sonra sin B 
cos nile bB1UnUr ve a§a~l.daki kl.sa1tma ve dBnU§Umler yap1.11.rsa 

2 
= a e , tann 

a 

tann 

(10) e§it1i~i e1de edi1ebi1ir. 

zb za b 2 
= -- = -- --2-= 

pa pb d 

tan0 

7 

2 
(1 - e ) 

za 

pb 

2 
(1 - e ) 



Tlpkl Bowring yonteminin genelle§tirildigi gibi Borkowski yontemi de ge­

nelle§tirilebilir. Bunun i~in (IS) e§itligi, a yakla§lk degL_~yle Taylor 
o 

dizisine a~LlLr (bak.(12». Daha once bolUm 4'te yaplldlgL gibi, a yerine 
o 

0, f(ao) yerine (19) e§itligi ve paydada ortaya ~Lkan (13-130 ) yerine de 

a - a = m 
o 

allnlrsa, 

2 sin (130 - n) - t sin 2130 

2 [cos (80 -n) - t cos 2130 ] 

2 sin (a - n) - t sin 213 a _ __ _________________ o~ ____________ ~o ______________ _ 

o 
2 cos(a -n) -2t cos 213 +~2 f"(a )+~3 f'''(a)+ o o. o. 0 

elde edilir. Bu formUlde ge~en tUrevler §unlardlr: 

f' ( 130 ) = 2 cos (a - n) - 2t cos 213 
0 0 

f' , ( 130 ) - 2 sin (a - n) + 4t sin 2130 0 

f" , ( 130 ) = - 2 cos (a -
0 

n) + at cos 2130 

6. ITERATIF CUZOMON GENELLE~TIRILMESI 

BolUm 3'de anlatllan iteratif ~ozUmUn birbiriai izleyen i§lem adlmlarl, 

bir dizi halinde birbiriyle baglanLp, a§agLdaki gibi, enlemi hesaplayabilen 

tek bir formUl haline donU§tUrUlebilir. 

Enlemi veren (5.a) e§itliginde, N ve h yerine sLraslyla (7.b) ve (S)'de­

ki degerleri, yani 

N a cos ~ = a
p 

/11 - sin2 ~ 
--;I"";"~z~""I\'z- 2 . 2 

p 1 - e sin ~ - e SLn ~ N+h 

gozonUne alLnLrsa, 

tan ~ z =---
p 

yaZllabilir. 

2 
(l-~ 

P 
l_ll_-_s.,..in_2-;,~:--.) -1 

2 . 2 
- e Sln ~ 

S 

(20) 



Bu e§itli~in sag1ndaki karekok isinde de yine hala enlem bulunmaktad1r. 

Halbuki bur ada enlem aran1yor. Bunun igin t1pk1 iteratif goztimde oldugu gi­

bi, karekok igindeki enlem yerine yakla§1k bir enlem degeri (ornegin (6) 

e§itliginden) al1n1r: 

Burada 

oldugu dti§tintiltip (6) e§itligi gozontine al1n1rsa 

1 . 2 '" - S1n 'f' 

1 2. 2 '" - e S1n 'f' 

bulullur. Bu e§itlik 

<P '" 
z tan --1 
p 

(20) 'de yerine 

2 
(1 -

e 

I pz. + z2 

2 
p 

konursa ikinci ad1mda 

a )-1 

(1 + e'2) 

(20) e§itl{ginin ikinci yakla§1m1 elde edilmi§ olur. 

(21) 

(22) 

Sonra (22),e§itligi, bunun sag yan1ndaki parentez ~1 ile gosterilirse 

a§ag1daki gibi yaz11abilir: 

z -1 
tan <P 1= p ~1 (23) 

(24) 

Bu kez, (20) e§itliginin sag1ndaki enlem yerine (23) 'den elde edilen <PI de­

geri konursa, (21) e§itli~ine benzer olarak 

. 2 <P 
2 2 

1 - $1n p (~1) 

2 sin 2 2 2 2 (1 - e2) 1 - e <P p (~1) + z 
(25) 

ve yine (22) e§itligine benzer olarak 

2 e a ]Jl -1 z 
tan <P2 - (1 - ) 

/ 2 2 2 2 P p (]Jl) + z (1 - e ) 

(26) 

yaz11abilir. Boylece (20) e§itli~inin tigtincti yakla§1m1 elde edilir. 
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DaH:" sonra yak1a§1m1 bir derece daha yiikse1tmek istersek, yine daha on­

ce yap11d1~1 gibi, (26) e§it1i~i, bunun sa~ yan1ndaki parantez i~i v2 i1e 

gosteri1irse, a§a~1daki gibi yaz11abi1ir: 

z -1 
tan ¢2 ;: p ).12 (27) 

(28) 

Bu kez de (20) e§it1i~inin sa~1ndaki en1em yerine (27) 'den e1de edi1en ¢2 

de~eri konursa, (25) e§it1i~ine benzer o1arak 

. 2¢ 2 2 
1 - S1n P (]..I2) 

1 -
2 . 2¢ 2 2 2 2 e S1n p (V 2 ) + z (1 - e ) 

ve yine (26) e§itli~ine benzer o1arak 

2 
z e a V2 -1 tan ¢3 (1 - ) (29) p / p2 (]..I )2 + z2 (1 - e 2) 2 

yaz11abi1ir. Boy1ece (20) e§it1i~inin dorduncu yak1a§1m1 e1de edi1ir. 

Bu ad 1m ad1m yak1a§ma yontemi daha da ge1i§tiri1ip gene11e§tiri1irse 

z 
;: --

p 

2 
V e o ;: -,-2-

e 
i 2, 3, 4, ••• 

yaz11abi1ir. Ayr1ca daha a~1k o1arak -§oy1e de verilebi1ir: 

z -1 
tan ¢. ;: -- K. 

1 P 1 
i = 0, 1, 2, 3, ••• , n 

i = n i~in 

10 
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2 
a KS e 

K6 '" 1 -

I p2 K2 2 2 
S + z (1 - e ) 

i = 6 i<;in 

e2 a K4 
KS :; 1 -

/ p2 K2 2 2 
4 

+ z (1 - e ) 

e 2 a K3 
K4 1 -

/p2 K; + z2 (1 2 
- e ) 

e 2 a K2 
K3 = 1 -

/ p2 K2 2 2 
2 

+ z (1 - e ) 

i = 3 i<;in 

e2 a K1 
K2 1 -

/ p2 K2 2 2 
1 + z (1 - e ) 

i 2 ic;in 

e2 a Ko 
K1 1 -

/2 K2 2 2 
P + z (1 - e ) 0 

i 1 ic;in 

K = 1 -
2 e 0 i ;::; 0 ic;in 

7. YOKSEKL1a1N DAHA KARARLI OLARAK BULUNMASI 
§imdiye degin elipsoid yliksekli~i (=h), (8) veya a§ag1daki 

h;::; I z I sin ~ I - N (1 - e2) (31) 

fomli1den bu1unmu§tu:r. h, (8) 'den bu1undugunda ~ 'V 900 iken, en1emdeki kliC;lik 

del~i§im1e:re ka:r§1 c;ok duya:rh oldugundan (8) yerine daha ka:rarl1 olmaS1 nede­

niy1e (31) one:rili:r (Heck 1987, Penev 1978). Te:rsine ~ 'V 00 iken ise (1)ye­

rine (8) yeg1enmelidir. 

~ ;: 00 ise (1) ve (2) formli11e:rinden 

h P - a , 
ve ~ ;::; 900 ise x = y 0 01acag1ndan 

h - b a /1 2 ;::; z ;: z - - e 

yal~11abi1ir (Penev 1978). 

Uzayda bir noktan1n referans e1ipsoidine olan yliksek1i~i, bu noktadan ge­

c;en norma1in e1ipsoide kadar olan uzak11g1 olarak dli§linli1ebi1ir. (1) ve (2) 

formlillerinden 
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yan1abilir. 

! z ! <: ! z ! ise h <: 0 
o 

(32) 

h'n1n (32) 'den bu1unmas1y1a, yukarlda be1irti1en sak1nca1ar ortadan ka1-

kar. Bunu gostermek i~in en1emdeki kli~lik bir de~i§imin h'ya etkisi 

x-x 
o 

dh~-h--
axo y-y 0 

~+-h--

az o 
~+ 

\ ... h -;t 0 

01arak veri1ebi1ir (Stoer 1972). (2) formli11erinin en1eme gore k1smi tlirev-

1eri a11n1p bu son e§itsiz1ikte yerine konursa, birinci derece terim1erin 

birbirini gotlirdligli gorli1lir. Benzer §eki1de, en1emdeki kli~lik bir de~i§imin 

h'ya etkisi, (8) ve (31) formli11erine gore de ince1enirse, birinci derece­

den terim1erin yok 01mad1~1 ortaya ~lkar. 0 ha1de (32) 'den bu1unan h, (8)ve 

(31)'deki h'ya gore, en1emdeki kli~lik de~i§im1ere daha az bag1m11d1r, d01a­

Y1s1y1a (32) formli1li, saY1sa1 bak1mdan (8) ve (31)'e gore, h ~O d1§lnda,da­

ha kararlld1r. h ~ 0 (yani, h < ~ 1 cm) 01dull;u kesim1erde. cp < 450 ise (8). 

cp > 450 ise (31) daha karar11d1r. 

8. BOYLl\fHN HESAPLAN~1ASINDA OZEL DURUMLAR 

Boy1am1 veren tanjant fonksiyonu (yani, (3) formli1li), y ekseni lizerinde­

ki (x = 0, y ~ 0), dill;er bir deyi§1e zy dliz1eminde bu1unan (yani A = 900 ve­

ya A = 2700) nokta1ar i~in ve ayr1ca (x = y = O. z ~ 0) oze1 durumunda tan1m-

11 dell;i1dir. Bu birinci oze1 (yani, x = 0, y ~ 0) durumunda program1n kesi1-

memesi i~in Hekimoll;1u (1992)'de ikinci teme1 odev i~in ge1i§tiri1en oneriden 

yarar1an11abi1ir: 

A = 71 - arctan __ x __ - _71_ sgn (y+EPS) 
y+EPS 2 

veya (33) 

y + EPS 2 arctan --"------ + 71 

X - P + EPT 

EPS";; E-15, EPT.,;; E-27. 
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9. SAYISAL ARA$TIRMALAR 

SaY1sal bir test modeli, uluslararas1 elipsoidin parametreleri (a,b) 

Heck (1937) 'ten allnarak kurulmu§tur. Keyfi ~. A , h degerleri verilerek,bun­

lara. kar§lllk gelen x, y, z degerleri hesaplanml§t1r. Sonra ters problem 

olarak, x, y, z degerleri bilindigine gore, geriye gidilerek ~, A, h deger­

leri, kesin ~ozlim yontemleri ve iteratif ~oztim yontemleri yard1m1yla bulun­

mu§tur. Boyleee herbir yontemin saY1sal olarak dogrulugunu ineelemek olana­

gl dogmu§tur. 

Say1sal dogruluk a~lslndan a, b parametre ~ifti temel al1n1p bunlara bag-

11 olarak diger btiytikltikler ttiretilmelidir. Bag1l olarak btiytik saY1larla ~a-

11§11d1g1ndan, hesaplar bilgisayarda, mutlaka iki kat duyarl1kta yap1lmal1-

d1r. 

Kesin ~ozlim veren yontemlerden burada, yaln1zea Borkowski, Heikkinen, 

Ozone, Paul yontemleri ineelenmi§tir (9izelge-3). 

Borkowski ~oztimti, enlemin 00 < ~ < 20 ve ozellikle 00 < ~ < 10 araS1n­

da yer ald1g1 kesimlerde tam kesin (birebir kar§lllk) sonu~ vermez. 

Heikkinen ~oztimti, enlemin (~ ~ 900) 900 ye ~ok yakla§t1g1 durumlar d1§ln­

da, genel olarak diger kesin ~oztim veren yontemler i~inde, saY1sal bak1mdan 

en dlogru sonu~ veren yontemdir. 

Ozone ~oztimti, ¢ ~ 00 i~in tan1ml1 degildir. Ayr1ea enlemin 89° < ¢ < 90° 

aras1nda oldugu kesimde, tam kesin sonu~ vermez. 

Paul ~oztimU, ¢ = 00 i~in tan1ml1 degildir. Ayr1ca enlemin ~ < ~200 ve 

ozellikle 00 < <p < 50 aras1nda oldugu kesimlerde tam kesin sonu~ vermez.Hat­

ta enlem slflra yakla§t1g1 kesimlerde hesaplanan enlem, 01mas1 gerekenden 

onemli ol~lide sapar. 9izelge-3'ten de gortildUgU gibi, burada ele al1nan ke­

sin ~oztimler i~inde en sagl1ks1z sonu~ veren bir yontemdir. 

Ttim kesin ~ozlim yontemleri, z ekseni tizerinde bulunan tUm noktalar (x ~ 

y = 0, z # 0) ve ozel olarak kutup noktalarl i~in tanlml1 degildir. ozellik­

Ie kutup noktalarl (~~ ± 900) ve ekvator (~ ~ 0°) ~evresinde tam kesin 

sonu~ vermezler. Borkowski ~oztimli, kutup noktaslnl (ya da kutup noktalarlnl) 

merkez alan yakla§lk 1 em yarl~aplnda bir ~ember (tanlmslzllk dairesi)i~in­

deki ttim noktalar i~in tanlmll degildir. Heikkinen yonteminde bu tanlmslzllk 

dairesinin yarl~apl yakla§lk 1 dm, Ozone yonteminde yakla§lk E-8 m, Paul ~o­

ztimtinde ise yakla§lk 1 mm kadard1r. 
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gizelge 3'teki sonu~lar yak1ndan incelenirse, tlim kesin ~ozlimlerin (al­

goritmalar1n) kuramsal olarak tam dogru 01malar1na kar§1n baz1 durumlarda, 

saY1sal bak1mdan nas1l karars1z 01duklar1 ve ozellikle ayn1 sonucu vermedik­

leri a~1k~a gorUlmektedir. 

1teratif yontemlerden burada, Bartelme ve Meissl, Vincenty yontemleri 

ile tarahm1Zdan geli§tirilen iki yontem (bak.BolUm 10) ve aynca yine ta­

raf1m1zdan geli§tirilen genelle§tirilmi§ Bowring ve genelle§tirilmi§ Bor­

kowski yontemleri incelenmi§tir. 

gizelge l.a gerek genelle§tirilmi§ Bowring ve gerekse genelle§tirilmi§ 

Borkowski iteratif yontemlerinin 6'nc1 dereceye kadar olan iterasyon ad1m­

lar1 gorlilmektedir. Bu ~izelgede. soldaki l'nci iterasyon bilinen Bowring 

yontemini, sagdaki l'nci iterasyon da bilinen Borkowski iterasyon yontemini 

01u§turmaktad1r. Her iki yontemde de 6'nc1 iterasyona kadar gidilmesine kar­

§1n tam kesin sonu~lara ula§1lamam1§t1r. 

<;:izelge l.b'de Bartelme ve Meissl, Vincenty iteratif yontemlerinin so­

nu~lar1 gorUlmektedir. Bartelme ve Meissl yonteminde 3'ncli iterasyonda, Vin­

centy yonteminde ise 4'ncU iterasyonda tam ve kesin sonu~lara ula§11m1§t1r. 

gizelge 2.a'da bollim 6'da taraf1m1zdan geli§tirilen, iteratif yontemin 

6'nc1 dereceye kadar olan iterasyon sonu~lar1 sergilenmi§tir. 6'nc1 iteras­

yonda tam ve kesin sonu~lara ula§11d1g1 gorUlmektedir. 

gizelge 2.b'de ise bolUm 10'da formUlleri verilen, taraf1m1zdan onerilen, 

ikinci iteratif yontemin sonu~lar1 sergilenmi§tir. Bu yontemde istenen ad1m­

da (iterasyonda) enlem, once bolUm 6'daki enlemi dogrudan veren formlillerin 

birinden, ornegin (30.b) 'den hesaplan1r. Daha sonra h, (32) formlillinden he­

sapland1ktan sonra, enlem yeniden(S.a veya S.b) formUllerinin birinden elde 

edilir. Bu yontemle 3'ncli ad1mda tam ve kesin sonu~lara ula§11d1g1 ~izelge-

2.b' den gorUlmektedir. Yliksekligin ara deger olarak hesaplanmas1ndan sonra, 

enlemin buna gore yeniden bulunmas1, iterasyon sUrecini olduk~a k1saltmakta­

d1r. 

Bu saY1sal ara§t1rmalara gore, kesin ~ozlimlerden en dogru sonu~ veren 

Heikkinen yontemi, ve iteratif ~ozlimlerden ayn1 derecede tam ve kesin sonu~­

lar1 veren Bartelme ve Meissl, Vincenty yontemleri ile taraf1m1zdan geli§ti­

rilen iki iteratif yontemdir. Bu yontemlerden dogal olarak hesaplama zaman1 

en az olanlar tercih edilmesi gerekir. Bu ama~la bu yontemlerin herbiri i~in. 
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bilgisayarda ayrl birer program yapllarak ba~ll hesap sUreleri (execution 

timE!) bulunmu§tur. Bu sUreler c;izelgelerde en altta ayn bir satlrda goste­

rilmi§tir. Bu adl gec;en 4 iteratif yontemin sonuc;larlnln yer aldl~l c;izel­

geler incelenirse, bunlardan en hlZll hesaplananln taraflmlzdan geli§tiri­

len" bollim 10'daki ikinci iteratif yontem oldu~u ve onu b5llim 10'daki bi­

rinc:i iteratif yontemin izledi~i gorUlUr. Taraflmtzdan geli§tirilen her iki 

iteratif yontemde de kutup noktalarlndaki tanlmslzllk dairesinin yarlc;apl 

yakla§lk E-8 m kadardu. 

Kurulan bu saYlsal test modelinde ylikseklikler (8), (31) ve (32)formlil­

lerine gore ayrl ayrl hesaplanml§tlr. 5zellikle ¢ 'V 00 ve ¢ 'V ± 900 ozel 

durumlannda ve genel olarak her durumda (h 'V 0 m dl§lnda) (32) formlilUnlin 

dah~l do~ru ve daha kararll sonuc;lar verdi~i saptanml§tlr. 

10. tKt YENt tTERATtF ALGORtTMANIN OZET FORMOLLERt 

Bollim 9'da (30.b) ve (32) formlilleri lizerinde yapllan saYlsal ara§tlrma­

lardan C;lkan sonuc;lara gore, donU§Um problemini tam kesin olarak c;ozen (en 

kesiln sonuc;lan veren Heikkinen yontemi ile tamamlyla aynl) iki yeni algo­

ritma ortaya konabilir: 

a. Birinci iteratif yontem: Enlem, (30.b) formlilUnden 6'ncl (i = 6)ite­

rasyona gore bulunur: 

tan ¢ 
z -1 

= tan ~6 = -p- K6 (34) 

Enlem bu formlile gore bulunduktan sonra, h (32) 'den ve bu formlildeki 

y ,z (2) 'den ve N de~eri (7.a) veya (7.b)'den elde edilir. 
o 0 

b. lkinci iteratif yontem: Enlem once (30.b) formUllinden 3'ncli (i =3) 

iterasyona gore bulunur, yani 

(35) 

Somra bu ¢3 enlemi, (7.a veya 7.b) ve (2) formlillerinde yerine konarak sua­

slyla N, xo' Yo' Zo hesaplanlr~ 
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x N cos ~3 cos A 0 

Yo N cos ~3 sin A (36) 

2 
z N (l-e ) sin ~3 0 

Daha sonra bunlara dayanarak (32)'ye gore h bulunur. Son olarak hesap­

lanan N ve h, (5.a) veya (5.b)'de yerine konarak kesin enlem elde edilir. 

11. SONUC VE aNERtLER 

Bu yazLda jeodezik dik koordinatlardan jeodezik egri koordinatlarLn bu­

lunmasL sorunu (ters problem), hem kesin ~ozUmler ve hem de iteratif ~ozUm­

ler bakLmLndan incelenmi§tir. Ozellikle formUlleri karma§Lk olan, dolaYLsLY­

la zor denetlenen ve ~ ~ 0° veya ~~± 900 ozel durumlarLnda do~ru sonu~ ver­

meyen, yani saYLsal bakLmdan kararsLz olan kesin ~ozUmler yerine; sozU edi­

len ozel durumlarda da daha do~ru sonu~ veren, a~Lk, yalLn iki yeni itera­

tif yontem geli§tirilmi§tir. 

Bilinen iteratif ~ozUm, burada geli§tirilen bir yolla genelle§tirilerek, 

enlem, do~rudan tek bir formUl halinde (30.a, b formUlleri) a~Lk olarak ifa­

de edilmi§tir. Boylece hem ba~Ll olarak biraz keyfilik ta§Lyan iterasyon sU­

recinden kurtulunmu§ ve hem de enlem formUIU programlamaya daha yatkLn bir 

duruma getirilmi§tir. 

Kurulan saYLsal bir test modelinde yapLlan ara§tLrmalara gore, kesin ~o­

zUmler i~inde en do~ru sonu~larL veren Heikkinen yontemidir. Bolnm 6'da ge­

li§tirilen, genelle§tirilmi§ iteratif ~ozUm (30,a, b formUlleri) 6'ncL ite­

rasyonda, Heikk.inen ki ile tamamen aynL sonu~larL vermi§tir (BolUm 10'daki 

birinci iteratif yontem). AynL §ekilde bolUm 10'da a~Lklanan ikinci iteratif 

yontem de her durumda tam kesin sonu~larL vermi§tir. AyrLca Bartelme ve Me­

issl yontemi. 3'ncU iterasyonda. Vincenty yontemi 4'ncU iterasyonda aynL bi­

~imde tam kesin sonu~larL vermi§lerdir. Ancak bu yontemlerin i~inde bilgisa­

yarda bagLI hesaplanma sUresi en kLsa olanL, tarafLmLZCa geli§tirilen ikin­

ci iteratif yontem olmu§ ve bunu birinci iteratif yontem izlemi§tir. Boyle­

ce saYLsal a~Ldan kesin ~ozUmlerden daha kararlL ve ~ ~ 00 , ~ ~ ± 900 ozel 

durumlarLnda daha dogru ve ayrLca hesaplama sliresi daha kLsa olan, iki yeni 

~ozlim yontemi ortaya konmu§tur. 
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Ozetle, eger enlem i~in tek bir formlil gerekiyor, ya da yaln~z enlem 

bulunacaksa, 0 zaman enlem (34) formlillinden (birinci iteratif yontem) he­

saplanmal~d~r. Eger hem enlem ve hem de elipsoid yliksekligi bulunacaksa, 0 

zaman (35), (36), (32) ve (5.a veya 5.b) formlilleri. yani ikinci iteratif 

yontem uygulanmal~d~r. 

Bu yaz~da ozellikle yliksekligin, say~sal bak~mdan daha dogru ve daha 

kararl~ olarak bulunmas~ i~in ara§t~rmalar yap~lm~§t~r. Buna gore elipsoid 

ylikseklizinin, (8) veya (31) formlillinden degil, (32) formlillinden bulunmas~ 

gerektigi ortaya ~~km~§t~r. 

Donli§lim problemi, z ekseni lizerinde bulunan tlim noktalar (x = y = 0, 

z ~ 0) ve ozel olarak kutup noktalar~, yani ¢ = ± 900 oldugu noktalar i~in 

tan~ml~ degildir. Bunun d~§~nda A = 900 , 2700 degerleri i~in de problem,da­

ha dogrusu boylam~ veren tanjant fonksiyonu tan~ml~ degildir. Bu durumda 

sonu~ alabilmek, yani bilgisayarda program~n kesilmesini onlemek i~in (33) 

formlillerinin birinden yararlan~labilir. 
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rize1~e 1.a; Gene11e§tiri1mi§ iteratif ~ozlim1erde (~ k - ~h ) x 10-13 fark1arl 
y • ger~e esap 

~ h r-' 
Gene11e§tiri1mi§ BOURlNG Gene11e§tiri1mi,~ 

(0) km 1 *) 2 3 4 5 6 1 2 

100 000 0 0 0 0 0 0 0 0 
10 000 Q 0 0 0 0 0 0 0 

89,99 1 000 Q 0 Q C Q 0 0 0 
0 Q Q Q 0 0 C 0 0 

-1 000 Q 0 0 0 Q 0 0 0 
100 000 - 462 399 - 3 328 - 22 0 Q 0 1 150 781 - 807 341 

10 000 - 126 997 - 5 943 - 27 - 2 - 2 - 2 - 826 663 - 222 992 
70 1 000 - 139 384 - 145 0 J 0 0 - 134 514 - 2 467 

0 0 0 0 0 0 0 0 
-1 000 - 360 703 515 0 1 1 1 - 373 311 6 420 

100 000 - 1 744 577 - 5 533 - 9 - 2 - 2 - 2 4 343 790 -3 044 195 
10 000 - 4 788 068 - 9 866 -28 - 2 - 2 - 2 -3 117 103 - 835 496 

l.5 1 000 - 524 971 - 24 - 1 - 1 - 1 - 1 - 506 651 - 9 161 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

-1 000 - 1 357 606 852 5 5 5 5 -1 404 985 23 692 
100 000 - 464 274 405 2 0 0 0 1 156 511 - 809 643 

10 000 - 1 273 316 724 0 2 2 2 - 829 053 - 220 793 
20 1 000 - 139 465 18 0 0 0 0 - 134 603 - 2 398 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
-1 000 - 360 414 - 63 1 0 0 0 - 372 971 6 163 

100 000 0 0 0 0 0 0 0 0 
10 000 0 0 0 0 0 0 0 0 

0.01 1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

-1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 
100 000 0 0 0 0 0 0 0 0 

10 000 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
-1 000 0 0 0 0 0 0 0 0 

Bat';:Ll ~ 1.4 1.8 2.5 3.3 4.2 5.1 2.1 2.4 

hesap. 
~ ve h 5.5 suresi .- -

*) 1,2,3, ••. saY:L1ar:L iterasyon ad:Lm1ar:Ln:L ~osterir. 

BORKOWSKl 

3 4 5 6 

0 0 0 0 
0 0 0 Q 
0 0 0 0 
(l 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 - 1 - 1 - 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 1 1 1 

- 2 - 2 - 3 - 3 
- 3 - 1 -11 -11 
- 1 - 1 - 1 - 1 

0 0 0 0 
5 5 5 5 
0 0 0 0 
0 - 1 - 1 - 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
1 1 1 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

2.3 3.2 3.6 4.1 

4.5 
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...... 

rize1ge-1.b: Iteratif coztim1erde 
~ , 13 

(cJ> -----k - cJ>h ) x 10- fark1an 
0 

- .... ,...L"~ 

cJ> h BARTELME ve ME;J;SSL 

(0) kJII II '" 1 u=2 1.1=3 1 
100 000 Q 0 Q 0 

10 000 0 0 0 0 
89,99 1 000 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 
-1 000 0 0 0 0 

100 000 - 134 959 0 0 - 434 
10 000 116 423 0 0 -1 725 

70 1 000 547 371 -1 0 - 139 
0 0 0 0 - 5 

-1 000 -1 657 806 14 0 -1 459 
100 000 - 507 467 -1 0 292 

10 000 436 554 -2 0 - 129 
45 1 000 2 053 547 -12 0 168 

0 0 0 0 - 41 
-1 000 -6 215 636 131 0 -1 146 

100 000 - 134 593 0 0 2 244 
10 000 115 465 0 0 8 248 

20 1 000 543 422 -1 0 2 247 
0 0 0 0 - 4 

-1 000 -1 643 791 14 0 - 706 
100 000 -- -- --o- n 0 153_ 

10 000 0 0 0 667 
0.01 1 000 0 0 0 112 

0 0 0 0 0 
-1 000 0 0 0 359 

100 000 0 0 0 0 
10 000 0 0 0 0 

0 1 000 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

-1 000 0 0 0 0 
Ba!l;~l 

cJ> hesap. 
stiresi cJ> ve h 1.4 2,0 2.5 3.0 

I 

VINCENTY 

2 3 4 
n n 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
1 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

-1 0 0 
3 0 0 

-1 0 0 
0 0 0 

-7 0 0 
-13 0 0 
-3 0 0 
-2 0 0 

0 0 0 
-1 0 0 
-1 1 0 
-3 1 0 
-1 0 0 

0 0 0 
1 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 C 0 

4.2 5 I) 

Gize1~e-2.a;(30.b) formti1tine gore 
(cJ>-ercek-¢h---- )x 10-13 fark1ar~ 

I T ERA S YON L A R 
.-

1 2 3 4 5 6 
255 098 - 103 Q Q 0 0 

1 081 077 -2 844 7 Q 0 0 
534 402 -3 125 18 0 0 0 

0 0 Q 0 0 0 
- 100 793 8 095 -65 1 0 0 

415 765 388 -148 343 53 0 0 0 
1 757 602 831 -4 078 115 9 462 -22 0 0 

868 662 669 -4 482 058 23 126 -119 1 0 
0 0 0 0 0 0 

-1 638 168 297 11 609 719 -82 278 533 -4 0 
366 222 175 - 73 707 15 0 0 0 

1 547 504 826 -2 026 291 2 653 - 4 0 0 
76 435 682 -2 227 003 6 488 -19 0 0 

0 0 0 0 0 0 
-1 44G 866 173 5 768 555 -23 095 92 0 0 

55 069 922 - 2 583 0 0 U 0 
232 603 485 - 71 016 22 0 0 0 
114 818 786 - 78 050 53 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
- 216 351 368 202 172 - 189 0 0 OJ 

1 , 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 {} 

2 0 0 0 0 0 
Q 0 0 0 0 0 

-3 0 0 0 0 0 
0 0 U U U u 
0 0 0 0 0 0 
0 Q Q 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0.9 1.0 1.1 1.2 1.2 1.3 
1,6 

"-- _._-- ---' 



I'V 
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~ize1ge-2.b: lkinci iteratif yonteme gore 
(~ k-~h ) x 10-13 fark1arL gerc;e esap. 

~ize1ge-3: Kesin ~ozUm1erde -13 
(~ k-~h ) ..x 10 fark1an 
~erge esap. 

~ h ITERASYONLAR 
(0) km 1 2 3 BORKOWSKI P A- U L 

100 000 0 0 0 ,.. 1 0 
10 000 0 0 0 - 1 Q 

89.99 1 000 0 0 0 - 1 0 
0 0 0 0 - 1 0 

-1 000 0 0 0 - 1 a 
100 000 100 0 0 0 1 

10 000 1 971 - 5 0 0 0 
70 1 000 488 - 3 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
-1 000 1 664 -12 0 0 0 

100 000 234 0 0 0 u 
10 000 4 186 - 6 0 0 Q 

45 1 000 1 029 - 3 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

-1 000 3 576 -15 0 0 - 1 
100 000 14 0 0 0 -41 
10 000 259 0 0 0 - 3 

20 1 000 63 0 0 0 - 2 
0 0 0 0 0 - 5 

-1 000 224 0 0 0 3 
100 000 0 0 0 - 138 032 - 242 823 148 392 
10 000 0 0 0 46 438 - 531 183 684 104 

0.01 1 000 0 0 0 - 1 088 - 495 878 254 029 
0 0 0 0 - 667 - 170 104 043 407 

-1 000 0 0 0 - 354 - 527 485 992 418 
100 000 0 0 0 0 .... ) 

10 000 0 0 0 0 program 
0 1 000 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 gaIL§maz 
-1 000 0 0 0 0 

BagL1 
<b 2.9 3.5 

hesap. 
~ ve h 1.6 3.4 4,0 sUresi -- - ~ 

*) z'ye 10-9 degeri ek1enirse, yani z = z + 10-9, program ga1L§1r 
-9 

**) Burada da z'ye 10 ek1enince program ga1L§Lr, fakat sac;ma sonug1ar gLkar. 

OZONE 

.. 19 
- 3 
- 2 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
u 
0 
Q 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 .. ) 

program 

gal:l.§maz 

2.0 
2.5 

HElKKINEN -0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
u 
0 
Q 
0 
0 
0 
Q 
0 
0 
Q I 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

4.3 
4.8 


