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OZET

Ls norm  minimizasyonu jeodezik aglarda
uyusumsuz élgileri belilemek igin kullanilan robust bir
tekniktir. Ly norm dengelemesi bir lineer programlama
probleminin  ¢ézilmesiyle  gergeklesgtirilebilir.  Bu
makalede, rank defektli bir Gauss-Markov modelinde
L+ norm minimizasyonu yénteminin formiilasyonu
incelenmigtir. Yéntem yapay olarak olusturulan bir
ylikseklik aginda test edilmistir. Test sonuclari bu
robust dengeleme tekniginin  uyusumsuz  élgl
beliremede ve kirletiimis 6lgli  setiyle parametre
kestiriminde klasik en kii¢lik kareler yonteminden daha
basarili oldugunu géstermektedir.

Anahtar Kelimeler: Lineer programlama, ylkseklik
agi, robust kestirim, uyusumsuz ©élgiiler, kaba hata
analizi.

ABSTRACT

Ls norm minimization is a robust technique to
detect outliers in geodetic networks. L; norm
adjustment can be implemented by solving a linear
programming problem. In this paper, the formulation of
the Ly norm minimization method in a rank deficient
Gauss-Markov model is studied. The method has been
tested in an artificially structured levelling network. The
results show that L; norm minimization is a more
successful method than the classical least squares
method in outlier detection and parameter estimation
with contaminated data.

Keywords: Linear programming, levelling network,
robust estimation, outliers, gross error analysis.

1. GIRIS

En Kigik Kareler Yéntemi (EKKY) jeodezide
en yaygin parametre kestirim yéntemidir. EKKY
ile dengeleme hesabi, &lgllere getirilecek
dizeltmelerin  karelerinin  toplamini  minimum
yaparak bilinmeyen parametreler icin en iyi
kestirimi verebilmektedir. EKKY’i kullanabilmek
icin maksimum olasilik yénteminde oldudu gibi
g6zlemlerin dagilimi ile ilgili herhangi bir bilgiye
ihtiyag duyulmamaktadir (Koch, 1999). Agirlik
matrisi gézlemlerin varyans-kovaryans matrisinin
tersi olarak alinirsa en kuguk kareler kestirimi
minimum varyans ve yansiz kestirim 6zelliklerine
sahip olur. Ayrica gézlemler normal dagilimda ise
EKKY maksimum olasilik yéntemiyle 6zdes bir

sonug vermektedir (Simkooei, 2003). Literatlirde
L, norm minimizasyonu olarak da bilinen agirlkli
EKKY agirhikh duzeltmelerin karelerinin
toplaminin minimum yapilmasini amaclayan bir
parametre kestirim yéntemidir:

v'Pv - min

(1)

(1) esitligiyle verilen amag fonksiyonunda v

duzeltmeler vektéra, P ise agirhk matrisidir.
EKKY, bilinmeyen parametrelerin kestirimi igin
guclu  bir istatistiksel ara¢ olmasina kargin
ybntemin en iyi ¢6zUmuU verebilmesi i¢in gbézlem
hatalarinin rasgele olmasi ve normal dagilima
uymasl gerekmektedir. Diger bir deyigle,
g6zlemlerin kaba ve sistematik hatalardan
arindiriimis olmasi gerekmektedir (Kuang, 1996).
Eder bu kural gergceklesmemigse, yani bazi
g6zlemler kaba hatalardan etkilenmigse EKKY
yukarida bahsedilen avantaji  6zelliklerini
kaybetmektedir. Bu tir durumlarda kaba hatali
g6zlemlerin robust tekniklerle belirlenip elemine
edilmesi gerekir. Bu islemden sonra EKKY
uygulanabilir (Simkooei, 2003). Robust
parametre kestirimi hakkinda ayrintili bilgi i¢in
Wilcox (1997), Koch (1999) ve Hekimoglu ve
Erenoglu (2007)’ye basvurulabilir.

Uyusumsuz 6lci  analizinde temel ki
yaklagim; istatistiksel test  ydntemlerinin
uygulanmasi ya da robust kestirim ydntemlerinin
kullaniimasidir. istatistiksel bir test yéntemi olan
Pope ydnteminin performansinin tatmin edici
olmadigi Baselga (2007a)da gd&sterilmistir. Bu
yontemde EKKY ile elde edilen kirletilmig
sonuglar kullanildigr igin  bazen uyusumsuz
olcller belirlenemeyebilmektedir. Ote yandan,
oldukga kolay bir yontem olan iteratif
agirhklandirmal en kiguk kareler algoritmasi M-
kestirimi icin temel hesap algoritmasidir. Ancak
EKKY ile elde edilen kirletiimis sonugclar
kullanilarak yeniden agirliklandirma yapildigi igin
bu algoritma etkili bir hesap yéntemi olmayabilir
(Baselga, 2007b). Bu nedenle kaba hata
analizinde ideal durum bitin uyusumsuz
Olcllerin dengelemeden ©nce belirlenmesi ve
elemine edilmesidir (Kuang, 1996; Chen, vd.,
2003). Ancak bu asamada bitin uyusumsuz
Olcller belirlenemedigi icin dengeleme sonrasi
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kaba hata analizi biyik 6énem tasimaya devam
etmektedir.

Robust tekniklerden bir tanesi dizeltmelerin
mutlak degerlerinin agirhkli toplaminin
(L4 normunun) minimum yapilmasidir:

p'[v| > min

()

(2) esitligiyle verilen amag¢ fonksiyonunda p

agirhk matrisinin k6segen elemanlarini iceren bir
vektdrdir. L, norm minimizasyonu en kugik
kareler gibi yansiz bir kestirimdir. Ancak
EKKY’nin diger iki 6zelligi yani minimum varyans
ve maksimum olaslilik dzellikleri L; norm yéntemi
icin gecerli degildir. Bununla birlikte, L; norm
yonteminin EKKY’ne gbére en blyUk Ustinligu
robust bir teknik olmasidir. Bu nedenle
uyusumsuz Olgilere karsi EKKY’den daha az
duyarhdir (Simkooei, 2003; Yetkin, 2008).

EKKY’nin énemli bir sakincasi kaba hatalari
yayma etkisidir. Bu nedenle, birden fazla
uyusumsuz O6lgti sz konusu oldugu zaman
EKKY’ne dayali uyusumsuz d&l¢i belirleme
yéntemleriyle bunlari belirlemek kolay
olmayabilir. lyi bir 6lgi yanlighkla kaba hatali
olarak belirleniyorsa buna batma etkisi denir.
Benzer sekilde kot bir 6lci uyusumsuz olarak
teshis edilemiyorsa buna da gizleme etkisi adi
verilir. Her iki etkide EKKY’nin yayma etkisiyle
aciklanir (Hekimoglu, 1997). Yine olcllerde
yapilan hatalarin dizeltmelerine tam olarak
yansimamalari da yayma etkisinin bir sonucudur.
L; norm yénteminin olumlu bir 6zelligi istatistiksel
test yontemleri veya robust M-Kestirim
ydntemlerinden farkh olarak EKKY ile elde edilen
herhangi bir sonuca bagli olmamasidir. Bu
nedenle L; norm yéntemi bu olumsuzluktan
etkilenmeyebilir.

Robust istatistikte genel gilvenirlik dlgitd
kirllma noktasidir. Kirllma noktasi bir kestiricinin
batundyle bozuk bir kestirim dederi vermesine
sebep olabilecek uyusumsuz 6Igu sayisinin érnek
kimedeki tim 06l¢l sayisina oraninin en kiguk
degeri olarak tanimlanabilir (Donoho ve Huber
1983). En distk kirlma noktasi 0, en ylksek
kirlma noktasi ise 0,5'dir. Cesitli kestiricilerin
kirlma noktalari hesaplanarak bunlar arasinda
bir givenirlik karsilastirmasi yapilabilir.  Bir
kestiricinin kirilma noktasi ne kadar biyilk ise o
kestirici o kadar guvenilirdir. M-kestirimi gibi L
norm yoénteminin de kirlma noktasinin O’dir
(Xu, 2005).

2. bolimde L; norm ydnteminin rank defektli
bir Gauss-Markov modelindeki formilasyonu
verilecektir. Simpleks metoduyla bir lineer
programlama problemi olarak ¢ézllebilen bu
formilasyon hem genel bir Gauss-Markov modeli
icin gecerlidir hem de jeodezik aglardaki datum
problemini  géz &6ninde  bulundurmaktadir
(Simkooei, 2003).

2. L, NORM MiNiMiZASYONU

Klasik Gauss-Markov modelinde, lineer veya
lineer hale getirilmis parametrik bir dengeleme ile
bilinmeyen parametreler vektéri X asagidaki
fonksiyonel ve stokastik modellere gére belirlenir:

I+v=Ax
D7x=0 )
P=Q/ =o/C]

(3) esitliklerinde v _, duzeltmeler vektord; 1,
g6zlemler vektord; A, =~ rank defektli tasarim

n

matrisi; P, agirhlk  matrisi; D, , tasarim
matrisinin rank defektligini

kullanilan datum matrisi;
Cl(

kofaktor matrisi ve O'(f onsel varyans faktoriadar.

tamamlamak igin
0 .., sifir vektoru;

gézlemlerin kovaryans matrisi; Q ()

nxn)

Hem en kii¢lk kareler dengelemesi hem de L,
norm minimizasyonu X bilinmeyenler vektorind
yukaridaki Gauss-Markov modeline gére (1) ve

(2) esitliklerinde verilen kendi amag
fonksiyonlarina gére belirlemektedir  (Simkooei,
2003).

L, norm minimizasyonu dider bir deyisle en
kiuguk toplam yoéntemi duzeltmelerin  mutlak
degerlerinin agirhikl toplamini minimize eden bir
parametre  kestirim  yontemidir.  Simkooei
(2003)de L; norm minimizasyonunun genel bir
Gauss-Markov  modeli  icin  formilasyonu
verilmistir.  L; norm  parametre  kestirim
probleminin bir lineer programlama problemi
olarak ¢6zimi icin butin parametrelerin  ve
dizeltmelerin negatif olmadigi matematiksel bir
modelin gelistiriimesi gerekir. Bu matematiksel
modeli elde etmek icin (2) ile verilen amag
fonksiyonu ve (3) kisitlamalari gevsek (aylak)
degiskenler kullanarak L; norm parametre
kestirim problemine donustirulebilir. Boéylece
amag fonksiyonu mutlak deger isaretleri olmadan
yazilabilir.  (2) bagintisiyla verilen amag
fonksiyonunu ve (3) bagintilariyla verilen
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kisitlamalari, batin parametrelerin ve
dizeltmelerin  negatif olmadigi bir forma
dénustirmek igin parametreler igin 2 tane (a,g)

ve duzeltmeler igin de 2 tane (u, w ) olmak lzere

4 adet gevsek degerler vektérii modele katilabilir.
Bilindigi gibi parametreler ve duzeltmeler pozitif
veya negatif olabilir. Bu nedenle gevsek degerleri
kullanarak dizeltmeler ve bilinmeyenler vektérleri
asagidaki gibi hesaplanabilir:

v=u-w uw2=>0

(4)
x=a- a,20

(2) bagintisiyla verilen amag fonksiyonu ve (3)

bagintilariyla verilen kisittamalar, gevsek deger

vektorleri ile asagidaki gibi yeniden yazilabilir:
Amag fonksiyonu;

f=p'|v|]=p lu-wj=p" (u+w)> min (5)
Kisitlamalar;

l+tu-w=A(a-8)
D' (@-8)=0

(6)

Ayni amag¢ fonksiyonu ve kisitlamalar daha
acik bir sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

Amag fonksiyonu;

[24
f:[OT 0" p’ pT] P — min (7)
w
¢ u
——
Kisitlamalar;
a
A -A I -1|B] |1 (8)
D" -D" Z Z|w| |0
\ / —
A u b
——
Z sifir matrisi, | ise birim matristir. Sonug
olarak L; norm minimizasyonu problemi;
f=c¢'x—>min (9)
Ax=b; x>0 (10)

seklinde yazilabilir. Bdylece parametre kestirimi
lineer programlama yo&ntemiyle ¢dzilebilen bir
optimizasyon problemine dénismus olur. X
vektérinin  bu  optimizasyon problemi ile
gozulmesiyle a, f,u ve w vektorleri elde edilir.
Sonug olarak da bilinmeyen parametreler vektori
X ve duzeltmeler vektéri v (4) esitligine gore
hesaplanabilir. Bu islem kenar aglar gibi
dogrusal olmayan bir Gauss-Markov modelinin
s6z konusu oldugu aglarda iteratif bir sekilde
yapilir. iterasyona X ¢bzim vektdrd sifira
yakinsayincaya kadar devam edilir. YUkseklik
aglarinda ise lineer bir model séz konusu oldugu
icin iterasyona gerek yoktur. Bir lineer
programlama problemini ¢dzmek icin genellikle
simpleks yontemi kullanilir (Simkooei, 2003).

Konu hakkinda daha genis bilgi Dantzig
(1963)’de bulunabilir.
3. SAYISAL UYGULAMA

Yukarida formilasyonu verilen L; norm

yéntemini test etmek icin bilgisayar ortaminda bir
similasyon galigmasi yapiimistir.

Kullanilan ylkseklik adr 7 nokta ve 12 adet
yukseklik farki 6lgtistinden olugsmaktadir (Sekil 1).
Agin datumu 1 numarall nokta sabit kabul
edilerek tanimlanmistir. Agin serbestlik derecesi
6'dir. Ag noktalarinin ylkseklik degerlerinin
baslangigta bilindigi kabul edilmistir. Bu degerleri
kullanarak ilk 6nce hatasiz yikseklik farklari
hesaplanmistir. MATLAB programindaki normal
dagihmli rasgele say! Uretecini kullanarak rasgele
6lct hatalan dretilmigtir. Rasgele 6l¢ci hatalarinin

2 . o .
ey, ~Nw=0,0,, ) seklinde ortalama degeri
ve varyans! verilen normal dagilima uydugu

varsayllmaktadir. o3, =2-s, (mmz) olarak

alinmigtir. s.. km biriminde noktalar arasindaki

ij
uzakliktir. Uretilen rasgele dlgli hatalar (eAh,)

hatasiz yUkseklik farklarina eklenerek uyusumlu
Olcller elde edilmistir. Daha sonra 2 adet kaba
hata simule edilerek 1-2 ve 5-6 él¢ilerinin hatasiz
degerlerine eklenmistir. Bdylece Kkirletilmis 6l¢U
kimesi elde edilmistir. Bu 2 8Igu kismi redundans
sayisi en kiglk olan 2 6élgidir. Simile edilen
kaba hatalar sirasiyla -10 ve -20 cm'dir
(Tablo 1’in 4. sitununda koyu degerler).
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5
Sekil 1: Yukseklik agu.

EKKY ve L; norm ydntemi Kirletilmis &lgu
kimesine uygulanmigtir. Bu &6rnekte L; norm

yontemini uygularken 13x38 boyutlu bir A
matrisi; 13x1 boyutlu bir b vektéri ve 38x1

boyutlu bir ¢ vektérd kullanilmigtir. L; norm

yénteminin lineer programlama ile ¢6ziminde
MATLAB programindaki linprog.m altyordami

kullaniimigtir. Sonug¢ olarak 38x1 boyutlu x

¢6zim vektéri elde edilmistir. Bu vektér yukarida
da bahsedildigi gibi a, f,w ve u alt vektorlerini

icermektedir. Bu vektdrleri (4) bagintilarinda
kullanarak v  dizeltme degerleri ve X
dengelenmis yikseklik degerleri elde edilmistir.

Tablo 1°de nivelman hatlarn (1’inci sdtun),
g6zlem degerleri (2’'nci sutun), gbézlemlerin kismi
redundans sayilari (3’nct situn), simile edilen
rasgele ve kaba hatalar (4’Unct situn) ve EKKY
ile Ly norm ydntemi dengelemesi sonucu bulunan
dizeltmeler (5’inci ve 6’nci situn) verilmektir.
Tablo 1’in Sinci ve 6’nci situnundaki italik
degderler incelenecek olursa simile edilen kaba

hatalarin L; norm ydnteminde ilgili 6lgtinin
dlzeltmesine c¢ok blylk oranda yansidig
goralir. Oysa EKKY ile bulunan dizeltmeler
hatalar tam olarak yansitmamaktadir. -10 cm’lik
kaba hata yapilan &l¢glinin dizeltmesi L; norm
yénteminde 10.2 cm, EKKY’nde ise 5.5 cm’dir.
Benzer sekilde -20 cm’lik bir kaba hata yapilan
6lctiniin dizeltmesi L, norm yénteminde 19.9 cm,
EKKY’nde ise 8.7 cm’dir. Ayrica Tablo 1’in 6'nci
sUtununda koyu ve italik degerlere bakilirsa
EKKY’'nde 1-6 ve 6-7 Olguleri gergekte kaba
hatali olmamasina ragmen kaba hatali 1-2
Olcistinden daha biylk dizeltme degerlerine
sahip olmaktadir. Ote yandan 5-7 élclisii de

rasgele hatali bir 6&lgi olmasina ragmen
neredeyse kaba hatali 1-2 ©&lgist ile ayni
dizeltme dederini almaktadir. Bdtin bunlar

uyusumsuz 8lgt belirlemede L; norm yénteminin
EKKY’nden daha basarih oldugunu
g6stermektedir. Bununla birlikte L; norm
yénteminde 1-7, 2-7, 4-7 ve 5-7 dlgllerinin
dizeltmeleri 0; 3-7 ve 6-7 olgulerinin dizeltmeleri
ise 0’a ¢ok yakin bir deger almaktadir.

Tablo 2, nokta vyuksekliklerinin hatasiz
degerlerini  (2'nci  sttun); EKKY ile bulunan
dengelenmis yukseklikleri (3’Uncl ve 4’Gncl
sutun) ve L; norm ydntemi ile bulunan
dengelenmis yukseklikleri g&stermektedir (5’inci
sutun). Tablo 2’nin son satir ise dengelenmis
yukseklikler ile hatasiz yiksekliklerin farklarinin
karelerinin toplamini g&stermektedir. Buna gére
EKKY kaba hatali dlcller sz konusu oldugu
zaman oldukg¢a bozuk sonu¢ verirken, L; norm
yéntemi daha iyi sonu¢ vermektedir. En iyi
parametre kestirimi ise EKKY’nin kaba hata
icermeyen rasgele hatali 6lgllere uygulanmasi ile

gerceklestirilmigtir.

Tablo 1: Yukseklik farklari, kismi redundans sayilari, simile edilen hatalar ve diizeltmeler.

Nivelman Gozlem Degerleri | Kismi Redundans Hatalar (cm) Duzeltmeler (cm)
Hatlari (m) Sayilari

L, EKKY

1-2 0.90 0.3995 -10 10.18 5.52
2-3 0.9971 0.5012 -0.29 0.23 3.68
34 1.0002 0.4259 0.02 0.05 1.99
4-5 -1.5005 0.5590 -0.05 0.05 4.38
5-6 0.30 0.4056 -20 19.87 8.74
1-6 2.0018 0.4768 0.18 -0.12 -6.18
1-7 2.5017 0.5143 0.17 0 -0.37
2-7 1.4999 0.5931 -0.01 0 4.29
3-7 0.5005 0.5649 0.05 0.0000 0.84
4-7 -0.5002 0.5000 -0.02 0 -1.11
5-7 0.9998 0.4587 -0.02 0 -5.43
6-7 0.5011 0.6009 0.11 0.0000 5.70
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Tablo 2: Noktalarin hatasiz ylUkseklikleri ve dengeleme sonucu bulunan yikseklik degerleri.

Nokta No Hatasiz Dengelenmis Dengelenmis Dengelenmis
Y ukseklikler Yukseklikler H (m) Yukseklikler Yukseklikler
H (m) (EKKY) H (m) (EKKY) H (m)
(kaba hata yok) (kaba hata var) (Ly)
(kaba hata var)
1 100 100 100 100
2 101 101.0010 100.955 101.0018
3 102 102 101.9892 102.0012
4 103 103.0011 103.0093 103.0019
5 101.5 101.5015 101.5526 101.5019
6 102 102.0006 101.9400 102.0006
7 102.5 102.5012 102.4980 102.5017
7
2 2
2 (H,~H,)" mm 0 6.3 8598.9 15.2
4. SONUG icerisinde jeodezik aglardaki datum problemini

Jeodezik aglarda yaygin olarak kullanilan
parametre kestirim ydntemi EKKY’dir. Ancak bu
ydéntem kaba hatalara kargi duyarhdir. Bu
nedenle jeodezik aglarin degerlendiriimesinde
kaba hata analizi guvenilir sonuglar elde etmek
icin buydk ©6nem tagir. Uyusumsuz dlgulerin
parametre  kestirimleri  {zerindeki  etkisini
azaltmada kullanilan prosedirlerden birisi robust
kestirimdir. Literatlirde bu yontemlerin hem lineer
regresyon modelinde hem de lineer (veya lineer
hale  getiriimis) Gauss-Markov  modelinde
uygulamalari  tartisiimistir.  Ayrica  robust
ybntemler dlgme teknigi ve jeodezi bilimlerinde
de uygulanmistir.

L; norm ydéntemi 6nemli bir robust kestirim
yontemidir. Ancak eski bir yéntem olmasina
karsin EKKY ile karsilastinidiyinda ¢6zimi daha
zor oldugu icin gecmiste jeodezide yaygin bir
kullanim alani bulamamistir. Bu ydntem robust
M-kestirimi yontemlerinden farkh olarak en kiguk
kareler algoritmasi yerine yéneylem
arastirmasinin bir dali olan lineer programlama
ybntemiyle ¢ézulmektedir. Bilindigi gibi bir lineer
programlama  problemi lineer bir amag
fonksiyonunu bazi lineer esitlik ve/veya esitsizlik

kisitlarina gbére minimize veya maksimize
edilmesidir.
Simkooei (2003), jeodezik aglarin

dengelenmesinde kullanilan lineer veya lineer
hale getirilmis bir Gauss-Markov modelinde L,
norm minimizasyonu probleminin lineer
programlama yéntemiyle ¢6zUmuniU incelemistir.
S6zlU gegen makalenin temel amaci genel bir
Gauss-Markov modeli igin  kullanilabilir  bir
formilasyon gelistirmek ve bu formilasyon

g6z 6niinde bulundurmaktir.

Bu makalede; Simkooei (2003)'de sunulan
yéntem incelenmis ve yapay olarak Uretilmis bir
ylkseklik agina uygulanmisgtir. Yapilan
similasyon g¢alismasi L; norm y&nteminin hem
parametre kestiriminde hem de uyusumsuz &l¢i
beliremede EKKY’ne gbére daha basaril
oldugunu gbstermistir. Jeodezik  aglarin
EKKY’'nden bagka L; norm ydéntemiyle de
dengelenmesi dnerilmektedir. L; norm yéntemiyle
uyusumuz Olguler belirlenip elemine edildikten
sonra EKKY uygulanmalidir.

L; norm ydnteminin EKKY’ne gére en blyuk
dezavantaji  gerceklestiriimesinin  daha zor
olusudur. Ancak MATLAB yaziiminda mevcut
bulunan linprog.m altyordami kullanilarak L;
norm yéntemi kolaylikla gerceklestirilebilir.
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