IZOMETRIK ENLEM KAVRAMI VE
COZRAF1 ENLEMLE ARASINDAKI DUNUSUMLER

Ahmet KAYA

UZET

Elipsoitde izometrik enlem kavrami ele alinmigtir. lzometrik enlemle
cografi enlem arasindaki doniigiim hesaplari igin farkli ¢6ziim ydntemleri ta-

nitilmiy ve Srneklerle agiklanmigtir.

ABSTRACT

The concept of isometric latitude on the reference ellipsoid is descri-
bed. Different solution methods for the isometric to geographical latitude

trasformations are presented and examined.

1. GIRIS

Elipsoit ilizerinde tarif edilen cografi enlem (B) ve cografi boylam (L)
bir noktanin konumunu belirleyen genel parametrelerdir. Elipsoitde cografi
koordinatlar, diger tarif edilen koordinat sistemlerinin biribirine doniigii-
mi ig¢in de ortak bir altlik tegkil ederler. Enlem cegitleri olarak elipso-
it izerinde degisik amaglarla; indirgenmis enlem (B), jeosantrik enlem (y)
ve izometrik enlem (q) tarif edilir. Boylam ydniindeki dénel simetri dolayi-
s1 ile; baska boylam tanimlarina ihtiyag¢ duyulmaz. Bazen Lo boylam baglan-
gliclua gdre & = L-L0 seklinde bslgesel boylam farklari kullanilir. Bu yazi-
da izometrik enlem kavrami ele alinacak ve dzellikle q izometrik enlemi be-

lirli iken B cografi enleminin hesaplanma ydntemleri tanitilacaktir.

Tanim olarak; elipsoitde cografi boylamin diferansiyel artim dL'ye
egit metrik diferansiyel artimi olan enleme izometrik enlem denir (Ozbenli
1991). Elipsoit lizerinde, q izometrik enlemi ile olugturulan izometrik koor-
dinat aginin ilging bir 8zelligi vardir., Elipsoit ylizeyinde sabit (B,L)
koordinat gizgilerinin olugturdufu yilizey aji ortogonaldir, (biribirlerini
dik olarak keserler) fakat diferansiyel kareler olugturmaz. Yani 1° 1ik en-
lem ve 1° 1ik boylam farkinin belirledigi alanlar, ekvator yakininda kare-

ye benzedigi halde; ekvatordan uzaklasildikga kareden dikddrtgenlere donii-
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glir. Bunun yaninda sabit (q,g) izometrik koordinat agi ise her zaman dife~
ransiyel kareler olugturur ($ekil-1). Bu 8zelligi dolayisiyla izometrik en-
lem ve izometrik koordinat giftleri konform tasvirler teorisinde &nemli bir

yer tutarlar.

Bir yilizeyin bagka bir yiizeye konform tasviri yapilacaksaj her iki yiizey-
de izometrik parametre giftleri segilir. Elipsoidin kiireye veya diizleme ya-
pilacak konform tasvirlerinde ise elipsoitde (q,%) izometrik koordinatlari
dikkate alinir. Bu temel prensip nedeniyle, cografi enlemle izometrik enlem
arasindaki iligkiden faydalanmayan bir konform tasvir yoktur denilebilir.
Fakat tasvir iligkileri sonug olarak cografi koordinatlar iizerinden saglan-
dig1 igin; formiil yapisinin iginde bir yerlerde (B+q) ya da (g~+B) doniiglimi

gizlidir.
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Elipsoitde (B,L) cografi koordinatli bir P noktasi ile buna diferansiyel
anlamda yakin (B+dB, L+dL) cografi koordinatli P' noktasi arasindaki dS yay

elemaninin ifadesini dikkate alalim (Sekil-2).
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dS yay eleman1i igin gekilden

d82 = M2 de + W cos2 B sz 1)

yazilabilir, Bu ifade ise,

__MdB . 2 2 28 2 2
dq = m ile dS™ = N~ cos (dq + dL ) (2)
olarak ifade edilir. Bu bagintida M; meridyen ydniindeki, N ise meridyene
dik ydndeki ana egrilik yarigapidir. M ve N'nin degerleri yerine yazilarak,
e meridyen elipsinin 1, eksantrisitesini g&stermek ilizere dq diferansiyel

ifadesi ig¢in bir bagka gdsterim gekli olarak yazilabilir. q izometrik enle-

(1-?) aB

dq = (3)

(l-ezsinZB) cosB

minin hesap formiiliinii elde etmek i¢in bu diferansiyel ifadenin integrali
alinmalidir. Cografi enlem igin O'dan B'ye sinir degerleri ile bu integralin

sonucunda q izometrik enlemi igin

B e
(l—ez)dB m B 1-esinB 2
q= [ 7 = 1ln tan (— + =) [————-————} (4)
0 (l-e“sin"B) cosB 4 2 l+esinB

formiili elde edilir (Grossmann 1976). Bu formiil B cografi enlemi biliniyor-
ken q izometrik enleminin hesabinda kullanilir. Bu logaritmik formiilden, q

izometrik enlemi

_ T B / 1+esinB
q-lntan(z-)--—z—)eln m

seklinde ifade edilerek ve ayrica,

m . B, / 1+sinB _ /T;?'
tan(z + 70— - Ve arctanh x = 1ln —=

dzellikleri dikkate alinarak hiperbolik fonksiyonlarla q izometrik enlemi

i¢in bir bagka ifade olarak

q = arctanh(sinB) - e arctanh(e sinB) (5)
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formiilii elde edilir,. Bylece B cografi enleminden q izometrik enleminin he-
sab1 icgin kapali formiiller elde edilmigtir. Bu iglemin tersi; yani q helli
iken B cografi enleminin hesabi igin kapali formiil verilemez, Bu maksatla

ya iteratif ydntemler kullanilar, ya da seri agilimlardan yararlanilir,

Yukaridaki formiilden, kiirenin w ile g¥sterilen izometrik enlemi igin

e = 0 konulursa; ¢ kiirede cofrafi enlemi gtstermek lizere
w = arctanh(sin¢) 6)

ifadesi elde edilir. Hemen bu formiiliin tersi olarak kiirede w izometrik en—

lemi belli iken kiiresel ¢ cografi enlemi

¢ = arcsin(tanhw) (7)

formiilii ile hesaplanir.

2. 1ZOMETRIK ENLEMDEN CO&RAFI ENLEMIN HESAPLANMASI

Bilinen q izometrik enleminden B cografi enleminin hesabinda kapali for-
miiliin bulunmad1gi daha ©nce ifade edilmigti, Bu amagla kullanilan ¢&ziim y&n-—

temleri

a. AB veya Aq enlem farki serileri,
b. lteratif ¢oziim ydntemi,
c. Seri agilimlar,

d. Nimerik integrasyonla ¢dziim
olarak dort boliimde ele alinacaktir.
a. AB veya Aq Enlem Farki Serileri

Segilen bir B baglangig enlemine kargilik gelen izometrik enlem q, ol-
sun, Bu baglangi¢ noktasina gbre Taylor serisi agilimi yapilarak cografi
ve izometrik enlem arasinda sabit katsayili seriler elde edilir. B0 enlemli
bir P, noktasinda Taylor serisi

AB = B-B Aq = q-q

o o

olmak lzere

2 3 4
pa= 3 am o+l G oas® LAY wd e LD st s
aB 2 dB 6 d3 24 dB



2 3 4
= @) aq + 1D 0 + L&D 4’ + T Dnd" 1

dq 2 dq 6 dq 24 dq

gseklinde yazilir. Formiillerdeki 1, tiirev (2) formild ile tanimlidir. Ardi-
g1k tiirevler buradan hesaplanarak formillerde yerine yazilir ve ilgili kat-
sayilar dahil edilerek yeni olusan katsayilara c; ve di denilirse seriler
igin

2

3 4 5
Aq clAB + czAB + c3AB + c4AB + cSAB (8)

1

AB qu + d3Aq3 + d4Aq4 + dSAq5 9

d.Aq +d

1 2

gosterimi elde edilir. Buradaki c,; ve di katsayilari, BO enleminde hesapla-
lanacak olup formiil kargiliklari agsagida verilmigtir (Grossmann 1976, Jor-

dan/Eggert/Kneissl 1959);

1
¢) = 5gsp (IM2+0*16), =31 asap +6ET)
1
—t 2.3n4 _—— 2,744
€7 cosB +?-3n%), 5= 120 cosB (5+281%+241%)
Cy= —m_S_B (142240 2-3n%46t2n%)
d, = cosB (1472, dy = 5 208"B 1 (-2 56n2-40En?)

d,= % cos?B t (-14n2-3n%), c0s°B (5-18t2+t4)

45=120 120

dy= é cos3B (-1+2-5n2+13202-m*427t2n%).

02

.2 . 2
Katsayilardaki n~ ve t parametreleri n2 = e'“cos By t = tanB olarak enleme

bagli kisaltmalardir.

Yukaridaki (8) ve (9) serileri, izometrik enlemin gerekli oldugu formiil
yapilarinda gok sik kullanilmigtir. Genellikle 30 dakikalik enlem aralikla-
rinda cetveller olusturularak; c,; ve di katsayilari ilgili enlemlerde hesap-

lanirlar.



b. Iteratif (5zim Yontemi
Tzometrik enlemi veren (5) formiilii, B'ye gbre diizenlenirse;

sin B = tanh [ g+e arctanh(e sinB)]

sekline ddniligiir. Formiiliin sag tarafinda da B cografi enlemini iceren terim
bulundugundan, q izometrik enleminden B cografi enleminin hesabi iteratif
olarak miimkiin olur. Buna gdre hesaplanan Bi cografi enleminden bir sonraki

Bifl enlemi

sin Bi+1 = tanh [ q + e arctanh(e sani)] (10)

formiiliiyle hesaplanir. lterasyona baslangic¢ icin B1 = 0 alinir. Bu durumda

formiilden elde edilen

sin B, = tanh (q)

2
ilk yaklagimi (7) formiiliindeki kiiresel ifadeden baska bir sey degildir. Bu

formiil genellikle 5-6 adimlik bir iterasyonla sonuca ulasir(dzbenli 1982).

c. Seri Ag¢ilimlar

Daha kolay hesaplama amaciyla, q izometrik enleminden B cografi enlemi-
nin hesabinda iteratif olmayan seri agilimlar arayisi devam etmektedir,llk
metot olarak X sembolii ile gdsterilen konformal enlem ile q izometrik enle-

mi arasindaki

q = 1ln tan (% + %J; q = arctanh (siny)

iligkisinden yararlanilabilir, Bu ydntemde bilinen q degerinden &nce

X = arcsin (tanh q) (11)
seklinde x degeri hesaplanir. x konformal enleminden B cografi enlemine
gegis igin de

B-x = C2 sin2yx + C4 sin4y + C6 sinby + C8 sin8y (12)

serisinden yararlanilir (Adams, 1949; Kaya, 1984), Buradaki Ci katsayilari
sadece segilen elipsoide bagli sabitler olup formiil kargiliklari ve Hay-
ford Elipsoidi igin sayisal degerleri (radyan ve derece biriminde) asagi-

dadir:



1 2.5 4,1 13 8 3. _ o
C2=3et+57et+ 15 ¢ + 3¢5 ¢  =3370775881.10%.p =0.1931312317

Ch=  ectegaacS+pisioed  =6627690422.10p =0.0003797387°
(12,a)
C6= T2 + Togge® = 1787091988.10%.p =0.0000010239°
A28 278.10°11.p= 0.0000000031°
c8= 28t =5419122278.10°1 p=0.

Bu konuda ikinci bir caligma olarak; yukaridaki yénteme benzer gekilde &n-

ce

x = arcsin(tanh q)

ile ¥ konformal enlemi hesaplanmig ve B enleminin hesabi igin

B =y + eZsiny; cosy, + e4siny cosy[cosy - % sin2y)
+ eSsiny, cosy[cos?y - % sin2y cos2y + % siny] (13)
+ e8siny, cosy[cosSy - 2sin%y cosdy + % sindy, cos?y + 5:;;—0 sinSy]

serisi Snerilmistir (Day, 1988). Bu ¢&zim serisinin, elemanter iglemlerden
sonra yukaridaki (12.a) serileri ile ayni oldugu goriilmiigtiir, Sliphesiz(12)
ve (12.a) serileri gerek kullanim gerekse hesap inceligi yoniiyle daha avan—

tajlidir.

Ayni konuda bir liglinci galigma olarak kiire ve elipsoit farki olan te-

rimler Lagrange serisi ile doniigtiiriilerek agagidaki seri elde edilmigtir

(Bowring, 1990). Bowring tarafindan ¢8ziim igin kisa ¢8ziim formiilil '8 mer-
tebesinde;
- 12 1 14 2 1 6 4 .
tanB = (l+e'<) (1~ ge tanh®q + 5 e tanh®q) sinh q (14)

ve daha yiiksek dereceden e'l2 mertebesinde bir formiil de T= tanhq kisalt-

mas1 ile

tanB = (1+2)[1-§ €4 T2 + $ 6 T4 + 8 T¢ - 579) - 10 (Lo 76 - 280 18) 1ginn g (14.2)

geklinde ifade edilmigtir. Fakat (l4.a) serileri istenilen hesap incelipi-
nin gok iistiinde olup; yukaridaki (14) kisa formiil yapisi gok &zel amaglar
diginda pratik olarak kullanilabilir.



d, Ntmerik integrasyonla Coziim
Lichtenegger, izometrik enlem ile ilgili (3) temel diferansiyel denkle-

mine niimerik integrasyon y®nteminin uygulanmasini ele almistixr, Bu ydntemde

2
SLize ) , £ = 1/£8)
(1-e“sin"B)cosB

dq = £(B) dB , £(B) =

temel fonksiyonlarindan hareket edilmektedir. Bilinen q izometrik enlemin-
den B cografi enleminin hesabi igin; n degeri segimlik adim sayisi olmak

iizere; Runge-Kutta yOntemi uygulanarak, Aq = q/n , Bo = 0% ile baglanilmak-

ta ve
D) o f~1(30) Aq a3 - f_l(B°+AB(2)/2) Aq
(15)
a3? - f_l(Bo+AB(1)/2) Aq a® - f—l(Bo+AB(3)) Aq

geklinde farklar hesaplanmaktadir. Daha sonra bu farklardan
=D+ 208? + 33 + @]

degeri elde edilmekte ve B = B0 + AB konularak igleme n kere devam edilmek-
tedir. Aranilan B cografi enlemi ise;
B =131 AB
n
geklinde n tane toplam sonucu bulunur (Lichtenegger 1990). Bu ydntemin hesap

makinesi ile yapilmasi ¢ok zahmetli olacagindanj ancak bilgisayarda kullani-

labilir.

3. SAYISAL DEGERLENDIRME VE SONUC

Izometrik enlem q, formiil yapisi geregi B = 90° i¢in tanimsizdir. Bu ya-
zida sunulan ¢dziim ydntemleri 0° - 89° cografi enlem degerleri igin bilgisa-
yarda programlanarak test edilmiglerdir. Ayrica degigik ara degerlerle
de hesap makiuesi ile ¢¥zlimler yapilmigtir. B cogfrafi enleminden q izometrik
enleminin hesaplanmasinda; hesap makinesi ile elle hesap veya bilgisayarla

programlanarak kullanim igin (5) ile verilen
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q = arctanh(sinB) - e arctanh(e sinB)

formiilii en kullanigly olanidir., Bu formiiliin sonucunda q izometrik enlemi-
nin birimi radyan olarak elde edilir, Istenilen ag1 birimine gegmek igin

ilgili o faktdrii ile garpilmalidar. Urnek olarak
B = 38° icin q=0.7138455877 radyan ve q = 40° 54'01.22184"

degerleri bulunur.

Sabit katsayili (8) ve (9) serilerinin kullanimi gliniimiizde diger ¢oSziim—
ler yaninda pratik dnemini yitirmigtir. Cetvellerle desteklenmig sayisal
hesap yerine, bu seriler formiil tiiretmede gok kullanilir. (10) formiilleri
ile verilen iteratif ¢3ziim ydntemi de elle hesap igin kiilfetlidir. (15)
formiilleri olarak verilen niimerik integrasyon ydnteminin uygulanmasi da an-

cak bilgisayar kullanildiginda miimkiin olur.

Iteratif iglem gerektirmeyen seri ¢dziimler; hem elle hesap igin hem de
bilgisayarda kullanim ySniinden gok daha uygundurlar. Seri agilimlarin, B
cografi enlemi igin 0° - 89° degerleri ile test edilmesinden; bulunmasi ge-

reken cografi enleme yaklagma hatalari, mutlak deferce agagida verilmistir.

(11-12) Kaya 1984 formiild B=39° de max. fark=0,00000004"
(13) Day 1988 formiilii B=39° de max. fark=0.00000011"
(14) Bowring 1990 formiili B=71° de max. fark=0.00001701"

Her i¢ formiilin burada belirtilen maksimum hatalari sadece verilen en-
lem degerlerindedir. Difer enlem degerlerindeki farklar gok daha kiigiiktiir.
Bu sonuglardan da gdriildiigi gibi yukaridaki formiillerin ligii de, q izometrik
enleminden B cografi enleminin hesabinda 0,00001" hesap inceligini sagla-
maktadir. Elle yapilacak hesapta; iglem kolayligi ydnilinden (11) - (12) ile
verilen formiil yapisinin kullanimi gok daha kisadir. Bu formiillerde kulla-
nilacak olan C2, C4, C6 ve C8 katsayilari Hayford elipsoidi sabitleri ile
hem radyan hem de derece biriminde verilmigtir, Bilgisayar programlama igin

radyan birimindeki katsayilarla hesap c¢ok daha duyarli sonuglar verir.
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