
UZET 

lZ0METRlK ENLEM KAVRNU VE 
COGRAFt ENLEMLE ARASINDAKt DUNO$OMLER 

Ahmet KAYA 

Elipsoitde izometrik enlem kavram1 ele al1nm1§t1r. tzometrik enlemle 

co~rafi enlem aras1ndaki donli§lim hesaplar1 i~in farkl1 ~ozlim yontemleri ta

n1t1lm1~ ve orneklerle a<;lklanm1§t1r. 

ABSTRACT 

The concept of isometric latitude on the reference ellipsoid is descri

bed. Different solution methods for the isometric to geographical latitude 

trasformations are presented and examined. 

1. Gt RlS 

Elipsoit lizerinde tarif edilen co~rafi enlem (B) ve co~rafi boylam (L) 

bir noktan1n konumunu belirleyen genel parametrelerdir. Elipsoitde co~rafi 

koordinatlar, di~er tarif edilen koordinat sistemlerinin biribirine donli§li

mli i~in de ortak bir altl1k te§kil ederler. Enlem ~e§itleri olarak elipso

it lizerinde de~i§ik ama~larla; indirgenmi§ enlem (B), jeosantrik enlem (y) 

ve izometrik enlem (q) tarif edilir. Boylam yonlindeki donel simetri dolay1-

Sl ile; ba§ka boylam tan1mlar1na ihtiya~ duyulmaz. Bazen Lo boylam ba§lan

glCll.d gore !I, = L-Lo §eklinde bolgesel boylam farklar1 kullan1l1r. Bu yaz1-

da izometrik enlem kavram1 ele al1nacak ve ozellikle q izometrik enlemi be

lirli iken B co~rafi enleminin hesaplanma yontemleri tan1tllacakt1r. 

Tan1m olarak; elipsoitde co~rafi boylam1n diferansiyel art1ml dL'ye 

e§it metrik diferansiyel art1~1 olan enleme izometrik enlem denir (5zbenli 

1991). Elipsoit lizerinde, q izometrik enlemi ile olu§turulan izometrik koor

dinat a~ln1n ilgin<; bir ozelli~i vard1r. Elipsoit ylizeyinde sabit (B,L) 

koordinat ~izgilerinin olu§turdu~u ylizey a~l ortogonaldir, (biribirlerini 

dik olarak keserler) fakat diferansiyel kareler olu§turmaz. Yani 10 lik en

lem ve 10 lik boylam fark1n1n belirledi~i alanlar, ekvator yak1n1nda kare

ye benzedigi halde; ekvatordan uzakla§11d1k~a kareden dikdortgenlere donli-
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~Ur. Bunun yan1nda sabit (q,~) izometrik koordinat ag1 ise ,bar z~n dife~ 

ransiyel kareler olu~turur (~ekil-I). Bu ozelligi dolaY1Sl:·yla izometrik en

Iem ve izometrik koordinat ~iftieri konform tasvirler teorisinde onemli bir 

yeX' tutarlar. 

Bir yUzeyin ba~ka bir yUzeye konform tasviri yap11acaksal heX' iki yUzey

de izometrik parametre ~iftleri se~iIir. Elipsoidin kUreye veya dUzlemeya

p1Iacak konform tasvirlerinde ise elipsoitde (q,~) izometrik koordinatlar1 

dikkate a11n1r. Bu temel prensip nedeniyle, cografi enlemle izometrik enlem 

aras1ndaki ili~kiden faydalanmayan bir konform tasvir yoktur denilebilir. 

Fakat tasvir ili~kileri sonu~ olarak co~rafi koordinatlar Uzerinden sa~lan

d1g1 i~in; formUl yap1s1n1n i~inde bir yerlerde (B~) ya da (q~) dOnU~UmU 

gizlidir. 

8+d8 

~r-----------~r--8 

L L+dL 

~ekil-l ~ekil-2 

Elipsoitde (B,L) cografi koordinatI1 bir P noktas1 ile buna diferansiyel 

anlamda yak1n (B+dB, L+dL) cografi koordinat11 p' noktas1 aras1ndaki dS yay 

eleman1n1n ifadesini dikkate ala11m (~ekil-2). 
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dS yay e1e~m. i~in §ekilden 

yaz~labi1ir. Bu ifade ise, 

M dB 
dq ::; """'N';:":-c':::o s=-"B"- ile 

(1) 

2 2 20 2 2 
dS = N cos l1(dq + dL ) (2) 

olarak ifade edi1ir. Bu bag1nt1da M; meridyen yBnUndeki, N ise meridyene 

dik yBndeki ana egri1ik yar1~ap1d1r. M ve N'nin deger1eri yerine yaz11arak, 

e meridyen e1ipsinin 1. eksantrisitesini gBstermek lizere dq diferansiye1 

ifadesi i~in bir ba§ka gosterim §ek1i olarak yaz11abi1ir. q izometrik en1e-

(1-e2) dB 
dq = --....:....,,-..:.---- (3) 

min in hesap formUllinU e1de etmek i~in bu diferansiye1 ifadenin integra1i 

a11nma11d1r. Cografi en1em i~in O'dan B'ye S1n1r deger1eri i1e bu integral in 

sonucunda q izometrik en1emi i~in 
e 

B 2 2" 
q = ! __ ...,(;..:;l~-.:.e.,...:...)d=:;B=--__ = In tan (~ +~) [ 1-esinB ] 

o (1-e2sin2B) cosB 4 2 1+esinB 
(4) 

formUlli e1de edi1ir (Grossmann 1976). Bu formli1 B cografi en1emi bi1iniyor

ken q izometrik en1eminin hesab1nda ku11an111r. Bu logaritmik formli1den, q 

izometrik en1emi 

q ::; In tan (i- + ~)-e In I 
§ek1inde ifade edi1erek ve ayr1ca, 

tan(i + ~)= / 
l+sinB 
1 sinB 

1+esinB 
1-esinB 

~ ve arctanh x = In I -r=x-

ozellik1eri dikkate a11narak hiperbo1ik fonksiyon1ar1a q izometrik enlemi 

i~in bir ba§ka ifade olarak 

q arctanh(sinB) - e arctanh(e sinB) (5) 
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formll1U e1de edi1ir •. Boy1ece B co~rafi en1eminden q izometrik en1eminin he

Sabl i~in kapa11 formU11er e1de edi1mi§tir. Bu i§lernin tersi; yani q belli 

iken B co~rafi en1eminin hesabl i~in kapa11 formU1 ver i1emez. Bu maksat1a 

ya iteratif yontem1er ku11anl11r, ya da seri a~111m1ardan yarar1anl11r. 

Yukarldaki formu1den, kurenin wile gosteri1en izometrik en1emi i~in 

e = 0 konu1ursa; ~ kUrede co~rafi en1emi gostermek Uzere 

w = arctanh(sin~) (6) 

ifadesi e1de edi1ir. Hemen bu formu1Un tersi olarak kurede w izometrik en-

1emi belli iken kurese1 ~ co~rafi en1emi 

~ = arcsin(tanhw) (7) 

formU1u i1e hesap1anlr. 

2. lZOMETRlK ENLEMDEN COGRAFI ENLEMIN HESAPLANMASI 

Bi1inen q izometrik en1eminden B co~rafi en1eminin hesablnda kapa11 for

mu1un bu1unmadl~1 daha once ifade edi1mi§ti. Bu ama~la kul1anl1an ~ozum yon

tem1eri 

a. AB veya Aq en1em farkl seri1eri, 

b. tteratif ~ozUm yontemi, 

c. Seri a~111m1ar, 

d. Numerik integrasyon1a ~ozum 

olarak dort bo1Umde e1e a11nacaktlr. 

a. AB veya Aq Enlem Farkl Serileri 

Se~i1en bir Bo ba§langl~ en1emine kar§lllk ge1en izometrik enlem qo 01-

sun. Bu ba§langl~ noktaslna gore Taylor serisi a~111ml yapl1arak co~rafi 

ve izometrik en1em araslnda sabit katsaYlh seri1er elde edilir. Bo enlemli 

bir Po noktaslnda Taylor serisi 

AB B-B Aq = q-q 
0 . 0 

olmak iizere 

1 2 1 3 
AB3 1 

4 
AB4 + ... ' Aq (~q) AB +- (~) AB2 +- (d q) +- (d q) 

dB 2 dB 6 dB3 24 dB4 
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§eklinde yazlllr. Formilllerdeki 1. tilrev (2) formUlil ile tanlmlldlr. Ardl

§ik tilrevler buradan hesaplanarak formilllerde yerine yazlllr ve ilgili kat

saYilar dahil edilerek yeni olu§sn katsaYilara c i ve di denilirse seriler 

i<;in 

l'.q (8) 

(9) 

gosterimi elde edilir. Buradaki c i ve di katsaYilari, Bo enleminde hesapla

lanacak olup formill kar§iliklari a§a~lda verilmi§tir (Grossmann 1976, Jor

dan/Eggert/Kneissl 1959); 

1 d.t = 24 ::os4B t ('-t2+S6rI2-4OM)2) 

lis = l~ cwB ('.18t2+t4) 

2 2 KatsaYilardaki n ve t parametreleri n 2 2 e' cos B; t tanB olarak enleme 

ba~li kisaltmalardir. 

Yukaridaki (8) ve (9) serileri, izometrik enlemin gerekli oldu~u formnl 

yapi1arinda <;ok sik kullani1mi§tir. Genellikle 30 dakikalik enlem aralikla

rinda cetveller olu§turularak; c i ve di katsaYilari ilgili enlemlerde hesap

lanirlar. 
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b. tteratif CozUm Yontemi 
lzometrik enlemi veren (5) formlilli, B'ye gore dlizenlenirse; 

sin B = tanh [q+e arctanh(e sinB)] 

§ekline donU§lir. Formlillin sag taraf~nda da B cografi enlemini i~eren terim 

bu1undugundan, q izometrik enleminden B cografi en1eminin hesab1 iteratif 

olarak mlimklin olur. Buna gore hesaplanan Bi cografi en1eminden bir sonraki 

Bi+l en1emi 

sin Bi+1 = tanh [ q + e arctanh(e sinB i )] 

formli1liyle hesaplan1r. Iterasyona ba§langl.~ i~in Bl 

formli1den elde edilen 

sin BZ = tanh (q) 

(10) 

o al1n1r. Bu durumda 

ilk yak1a§1m1 (7) formUlUndeki kUresel ifadeden ba§ka bir §ey degildir. Bu 

formUl genellik1e 5-6 ad1ml1k bir iterasyon1a sonuca u1a§1r(ozbenli 198Z). 

c. Seri A~111mlar 
Daha ko1ay hesaplama amac1y1a, q izometrik en1eminden B cografi en1emi

nin hesab1nda iteratif olmayan seri a~111m1ar araY1§1 devam etmektedir.l1k 

metot olarak X sembo1U i1e gosteri1en konformal en1em i1e q izometrik enle

mi aras1ndaki 

1T X· 
q = In tan (2 + 2)' q = arc tanh (sinX) 

ili§kisinden yarar1an1labi1ir. Bu yontemde bilinen q degerinden 0nce 

X = arcsin (tanh Q) (11) 

§ek1inde X degeri hesaplan1r. X konforma1 en1eminden B cografi enlemine 

ge~i§ i~in de 

B-X = CZ sinZX + C4 sin4X + C6 sin6x + C8 sin8x (lZ) 

serisinden yarar1an111r (Adams, 1949; Kaya, 1984). Buradaki Ci katsaY1larl. 

sadece se~ilen elipsoide bagl1 sabitler olup formli1 kar§1l1klar1 ve Hay

ford Elipsoidi i~in saY1sal degerleri (radyan ve derece biriminde) a§ag1-

dad1r: 
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C4= 

C6= 

C8= 

7 6 81 8 
120 e + 1120 e 

4279 8 
161280 e 

= 3.370775881.1O-3.p = 0.1931312317° 

= 6.627690422.1ft6.p = 0.0003797387° 
(12.a) 

= 1.787091988.1O-8.p =0.0000010239° 

= 5.419122278.10-11.p=: O.OOOOO(XX)31 ° 

Bu konuda ikinci bir ~all§ma olarakj yukarldaki yonteme benzer §ekilde on-

ce 

x = arcsin(tanh q) 

ile X konformal enlemi hesaplanm1§ ve B enleminin hesab1 i~in 

B = X + e2sinx COSX + e4sinx cosx[coslx -1 sinlxJ 

+ e6sinx cosx[cos4x - ~ sin2X coslx + 10 sin4xJ (13) 

+ e8sinx cosx[cos6x - 2sinlx cos4x + l~O sin4x coslx + 2~~O sin~J 

serisi onerilmi§tir (Day, 1988). Bu gozUm serisinin, elemanter i§lemlerden 

sonra yukarldaki (12.a) serileri ile ayn1 oldu~ gorUlmU§tUr. ~Uphesiz(12) 

ve (12.a) serileri gerek kullanlm gerekse hesap inceli~i yonUyle daha a'Van

tajl1du. 

Aynl konuda bir U~UncU ~all§ma olarak kUre ve elipsoit farkl olan te

rimIer Lagrange serisi ile donU§tUrUlerek a§agldaki seri elde edilmi§tir 

(Bowring, 1990). Bowring taraflndan ~ozUm igin k1sa ~ozUm formUlU e,8 mer-

tebesinde; 

(14) 

ve daha yUksek dereceden e' 12 mertebesinde bir formUl de T = tanhq klsalt

maSl ile 

(14.a) 

§eklinde ifade edilmi§tir. Fakat (14.a) serileri istenilen hesap inceligi

nin ~ok UstUnde olup; yukarldaki (14) klsa formUl yap1s1 ~ok ozel amaglar 

dl§lnda pratik olarak kullanllabilir. 
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d. NUmerik Integrasyonla CozUm 

Lichtenegger, izometrik enlem ile ilgili (3) temel diferansiyel denkle~ 

mine nUmerik integrasyon yonteminin uygulanmas1n1 ele alm1§t1r. Bu yontemde 

dq = feB) dB , feB) 
2 

(l-e ) , f-1 = l/f(B) 

temel fonksiyonlar1ndan hareket edilmektedir. Bilinen q izometrik enlemin

den B cografi enleminin hesab1 i~in; n degeri se~imlik ad1m saY1s1 olmak 

tizerej Runge-Kutta yontemi uygulanarak, 6q = q/n ,B = 00 ile ba§lan11mak-
o 

ta ve 

(15) 

§eklinde farklar hesaplanmaktad1r. Daha sonra bu farklardan 

degeri elde edilmekte ve Bo = Bo + 6B konularak i§leme n kere devam edilmek

tedir. Aran11an B cografi enlemi ise; 

B = E 6B 
n 

§eklinde n tane toplam sonucu bulunur (Lichtenegger 1990). Bu yontemin hesap 

makinesi ile yap11mas1 ~ok zahmetli 01acag1ndan; ancak bilgisayarda kullan1-

labilir. 

3. SAYISAL DEGERLENDtRME VE SONUC 

lzometrik enlem q, formtil yap1s1 geregi B = 900 i~in tan1ms1zd1r. Bu ya

z1da sunulan ~oztim yontemleri 00 - 890 cografi enlem degerleri i~in bilgisa

yarda programlanarak test edilmi§lerdir. Ayr1ca degi§ik ara degerlerle 

de hesap fudkinesi ile ~u~timler yap11m1§t1r. B cografi enleminden q izometrik 

enleminin hesaplanmas1nda; he sap makinesi ile elle hesap veya bilgisayarla 

programlanarak kullan1m i~in (5) ile verilen 
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q ~ arctanh(sinB) - e arctanh(e sinB) 

fopmlllU en ku11anl§11 olanldlr. Bu fo~U1Un sonucunda q izometrik en1emi

nin birimi radyan olarak e1de edi1ir. lsteni1en a~l birimine ge~mek i~in 

i1gi1i 0 faktorU i1e ~arpl1ma11dlr. 5rnek olarak 

B = 380 i~in q =0.7138455877 radyan ve q = 400 54'01.22184" 

degerleri bu1unur. 

Sabit katsaYl11 (8) ve (9) seri1erinin kul1anlml gUnUmUzde diger ~ozUm-

1er yanlnda pratik onemini yitirmi§tir. Cetve11er1e destek1enmi§ saYlsal 

hesap yerine, bu seri1er formUl tUretmede ~ok ku11anl11r. (10) formU11eri 

i1e veri1en iteratif ~ozUm yontemi de el1e hesap i~in kU1fetlidir. (15) 

formU11eri olarak veri len nUmerik int~grasyon yonteminin uygu1anmasl da an

cak bi1gisayar ku11anl1dlglnda mUmkUn olur. 

Iteratif i§lem gerektirmeyen seri ~ozUm1er; hem e11e hesap i~in hem de 

bi1gisayarda ku11anlm yonUnden ~ok daha uygundur1ar. Seri a~111m1arln, B 

cografi en1emi i~in 00 - 890 deger1eri i1e test edi1mesinden; bu1unmasl ge

reken cografi en1eme yak1a§ma hata1arl, mut1ak deSerce a§aSlda veri1mi§tir. 

(11-12) Kaya 1984 formU1U 

(13) Day 1988 formU1U 

(14) Bowring 1990 formU1U 

B=39° 

B"'39° 

B=71° 

de max •. 

de max. 

de max. 

fark=0.00000004" 

fark=0.00000011" 

fark=0.00001701" 

Her U~ formU1Un bur ada belirtilen maksimum hata1arl sadece veri1en en-

1em degerlerindedir. Diger enlem deger1erindeki farklar ~ok daha kU~UktUr. 

Bu sonu~lardan da gorUldUgU gibi yukarldaki formUllerin U~U de, q izometrik 

enleminden B co~rafi en1eminin hesablnda 0.00001" hesap incelinini sagla

maktadlr. Elle yapl1acak hesapta; i§lem kolayllgl yonUnden (11) - (12) ile 

verilen formUl yaplslnln ku11anlml ~ok daha klsadlr. Bu formU11erde kul1a

nllacak olan C2, C4, C6 ve C8 katsaYllarl Hayford e1ipsoidi sabit1eri i1e 

hem radyan hem de derece biriminde veri1mi§tir. Bi1gisayar programlama i~in 

radyan birimindeki katsaYllarla hesap ~ok daha duyar11 sonu~lar verir. 
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