INDIRGENM1S HATA DENKLEMLERI
VE
ONEML1 UYGULAMALAR

Yazan:Yiik.Mih.Yb.Umit SUATAC

Vasitali Slgilerin dengelenmesi hesabinda, genel olarak bilinme-
yenlere badli hata denklemleri kurulduktan sonra, bu denklemlere yakla-
g1k dederlerin ildvesi ile de§igtirilmig hata denklemleri elde edilerek,
eder denklemleri linear hale getirmek durumu yoksa, do§rudan dogruya
normal denklemlerin kurulmasina ve ¢Ozimine gegilir.

Pratikte, bazi problemlerin hallinde, normal denklemlerin kurul-
masindan énce mevcut bilinmeyenlerden birini ortadan kaldirmak maksadi
ile bir iglem daha yapilabilir. B8ylelikle hatalarin bir noksan bilin-
meyen cinsinden ifade edildi§i "Indirgenmig hata denklemleri" elde edil-
mig olur. Bu iglemin énemi daha ziyade li¢ bilinmiyenli problemlerin hal-
linde ortaya g¢ikar. Zira indirgenmis hata denklemleri bir bilinmiyenin
ortadan kaldirilmasiile 2 bilinmiyen cinsinden ifadelerdir ve dolayisiy-
le bu hata denklemlerinden kurulan normal denklemlerin halli de kolay-
lagmig olur. Bir Hlinmiyenin ortadan kaldirilmasi igleminde iki ayri uy-
gulama yolu vardir. Bunlar;

a. Eger hata denklemlerinin hepsi/sgzinli ve elemine edilecek bi-
linmeyenin katsayisi biitiin hata denklemlerinin her birinde ayni ise
"Toplam denklemi yardimi ile indirgeme"

b. Hata denklemleri herhangi bir 6zelli§i olmayan denklemler ise
"Schreiber kaided, veya diJer bir deyimle, Schreiber denklemi yardimi
ile indergeme"” metodlaridm.

TOPLAM DENKLEM1 YARDIMI ILE INDIRGEME
Eg vezinli hata denklemleri:

V] = ajx + bly tcz -1

vy = azx + byy +c z -1,

vnp = - . R
n = anx + bpy + ¢ z -1, olduduna gére gériiliiyorki z ,bilinmeye-

nin katsayisi her hata denkleminde aynidir.

Hata denklemlerinin her biri taraf tarafa c ile garpilip toplan-
didinda egitligin ikinci tarafi iigiincii normal denkleme egit oldudundan
sifira egittir.

[ev] = [ac] x +[bc] y + [ec] z -[c1] = o
[cev]=o0



z bilinmiyenin katsayilari her bir hata denkleminde ayni oldugundan
[cy] 0 = c v] ve c katsayisi sifira egit olmadigindan £

olacak demektir. Hata denklemlerinden hatalarin toplamini tegkil ed1p 0'a
esitlersek ve bu egitligin her iki tarafini hata denklemleri sayisina

(n sayisina) bdlersek,

[a] {v]

- ——— X = oS = CZ +
n n

[1]
n
tste bu denklem "Toplam Denklemi" adi verilen denklemdir ve her
bir hata denklemine ilave edildidinde lgiinci bilinmiyen olan z bilinmi-
yenini ortadan kaldirir.

Bu durumda;

=0 denklemini elde etmig oluruz.

Vo= (a2-£%l)x + (b2'£§l) y - (12' .£;l)
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vy =ajx+bjy- li

v Tazx +byy-1j
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Vn= aj, x + b! - 1' Indirgenmis hata denklemleri elde
edilmig olur.

Schreiber Denklemi yardimi ile indirgeme:
Hata Denklemleri:

V= a;x + bly +cy2 -ll Py
v,= ayx + by * €2 - 1, p,

v=ax+by+ z -
n n ny €n ln pn



olduduna gére gdriiliiyorki Ugtncd z bilinmiyenin katsayilari artik
birbirine egit de§il ve her bir hata denkleminin vezni de farklidir. Bu
durumda her bir denklem kendi ¢ ve b degerleri ile g¢arpilip taraf tarafa
toplandidinda egitlidin ikinci tarafi gene normal denklemlerden iigiincii-
siinlin ayni oldudu igin sifira egittir.

[cv;37=[acz_37x +[bc137’g +[ccg72 -[clg]= o
DiJer taraftan, hata denklemlerinde indirgemek istedi§imiz bilin-
miyenleri katsayilari ile birlikte esitlidin dider tarafina gegirerek V
ile ifade edebilecedimiz yeni hata denklemleri kurabiliriz.

Vi-ez=Vimax by -1y p

210 TVt ax by - 1y by
Vn-cnz=v=anx+bny-ln Pn
Burada V ile ifale edilen yeni hata denklemlerinde z bilinmiyen-

leri bulunmamasina radmen bu denklemleri v denklemleri yerine kullanama-
y1z. Zira v denklemlerinde[pvvk min. sart: vardir. Halbuki[pW]de heniiz
bu gart yoktur. Su halde [pVV_7= min. gartini saglayabilirsek ancak o za-
man v denklemleri yerine V denklemlerini kullanabiliriz. Bunun igin degv
hata denklemlerinin taraf tarafa karelerini alip p ile garptiktan sonra
toplarsak,

2
(vy - €1 2) Py =p; Vl Vl
(vy - c, 2)2 Py = py Vo v,

R R R EETE

p =y 22 py=py ¥ Vi,

[PW] =[pvv] ~2 [pev] z +[pcc] 22
elde etmig oluruz. Bundan evvel[pcv]= 0 oldudunu gSsterdigimiz igin
[PW] = [PVVj‘/'ﬁ?CC] 22 qir. Bu durumda hemen g&riilmektedir ki W hata denk-
lemlerini v hata denklemleri yerine kullanabilmek ig¢in bu son egitlikte-
ki [pec] 22 terimini yok etmek ldzimdir. Bu da Y hata denklemleri igine
bir hata denklemi daha 4ldvesi ile ¢6zimlenir. Bu hata denklemi vezni,

- [cip] olan Vn+1= [acp]x +[bcg79 -[clp]= -[ccp] z denklemdir.

ozetlemek gerekirse:

Eder mta denklemleri farkli vezinli ve indirgenmesi istenilen bi-
linmiyenin katsayilari her bir denklemde farkli ise o zaman bu hata denk-
lemlerinden,p bilinmiyen, katsayilari ile birlikte ¢ikarilir ve elde edi- -
len yeni hata denklemlerinde Vy,; =[.:xc§jx +[bcp]y = [c1p]
seklinde gbégerilebilecedimiz "Schreiber denklemi olarak isimlendirilen
yeni bir denklem pn+1=r..:... garti ile, ildve edilerek normal denklem-
lerin kurulmasina gegillg?P §ani ;




vy =ax + bly t+ cjz = 13 P

V2 = azx + byy + coz - 1, p2

va = apx + bpy tcpz - 1, Pp

RN I

hata denklemleri ye-
rine

V; =ajx + by -1; p;
Vb = ayx + b2y -12 P2

see s e ee.ces 00000 ce e —

Vn =apx + bpy -1p Pn

vn+l =[;3ch +[bcp_7y -[clg7 Pn+1= "-;l"*—.
[5°%]

Hata denklemleini kullanmakla ayni sonuca varilir ve dolayisiyle
de z bilinmiyeni indirgenmig olur. Bu konu ile ilgili uygulamalar geode-
zide bilhassa kestirme problemlerinde ortaya g¢ikar. Burada sirasi ile:

1. Silsile metodu ile agi Slgimi,

2. Geriden kestirme ile nokta tayini,

3. llerdes kestirme ile nokta tayini,

4. Karigik kestirme ile nokta tayini problemleri lizerinde durula-
cak ve Harita Genel Miidiirliigii'nce kullanilan II. derece ve III.derece
NOKTA DENGELEMES! FORMLARI iizerindeki uygulamalar agiklanacaktir. AN

Silsile metodu ile agi Olgiimi: s
A
Agiklama:
P noktasindan (1) (2) (3) numarali noktalara
bakilarak rllrz’r3'istikamet1eri 2 silsile olarak P < Y2
okunmug olsun. X3
s= Istikamet adedi = 3 )
n= silsile adedi = 2 =~
3 ~ @
tstenenler: rj r, r3 dengelenmis istika- - !
metler bu istikametlerin ortalama hatalari. 1(3)

Problemin kolaylidi ydniinden her silsilenin ilk istikameti "saifir"
olarak kabul edilip 3 istikametin dengelenmesi yerine 2 istikametin den-
gelenmesi ile hal yoluna gitmek aligilagelmig bir usuldiir. Bu gekilde bi-
linmiyenler gekilde gérildigi gibi xp ve x3 olurlar. Bunun diginda her
silsilenin bir biitiin olarak bir miktar déndirilmesi ve dolayisiyle her
silsile igin z' ve z" dedigimiz oryantasyon bilinmiyenlerinin de hesap e-
dilmesi gerekir. Bagkabir ifade tarzi ile oryantasyon bilinmiyenleri si-
firlanan ilk istikdmetlerin v hata miktarlari olarak da ifade edilebilire
ler. zira bu ilk istikametlerdeki hata denklemlerinin sabit sayilari (lj
1y) sifir kdml edilmigtiz.

Bu durumda bilinmiyenlerin adedi her silsile igin, biri oryantas-
yon bilinmiyeni olarak, 3 tane olmug olur.

Buna gére hata denklemleri:
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l 1"
vy = -z -1,
V3 = Xy = z' -1'2

' = -zl 1!
V3 X3 z 13

vy = z" -1"
1 1
v = X_-z" 1"

V3 = xy-z” ‘1; ve bu hata denklemlerine Schrei-
ber kaidesini uyguladi&imizda:

V= _ - p! =1

1 1 1
V' = - ’
2 =%l py= o
v , , I. Silsile
3 = %713 Py =1
Vé = Xptx - 17 p;= -1/3
-1" ”

Vi’ = ll Pl- 1
vy = X, -13  pj=1

" o_ " 2. silsile
V3 = x3 -13 ‘p'=1

3
V4 = Xytx3= [lﬂpé& -1/3
hata denklemleri elde edilmig olur. Bu hata denklemlerinde z bilinmiye-

ni indirgenmig oldugundan artik normal denklemlerin hesabina gegilebilir
ve bu hesap sonunda elde edilen normal denklemler:

43 x5 -2/3 x3- ( [15]-[1]/3 )= 0
-3/2 x, +4/3 X3 ([13]-[1]/3 )= 0 denklemleridir.
Bu normal denklemleri taraf tarafa topladi§imizda 1 l' ve 1§ sifar
olduklara i;:.in[l}ﬁ}s[l] yazilabilece§inden:

2/3 x3 4 2/3 x3 -[1_7/? = @ bulunur ve bu toplam denk-
lemin her bir denkleme ild-,
vesi ile de,

xp =[1]72 =[1] / a
Xy = [1]/2 -[1] /n hésaplanir.Oryantasyon bilinmiyen-

leri ige bulunan bu X, ve x, deger-
lerinin:

[".'7' Xotxy = 32'-[1]= 0
D’]‘ x2+x3 - 3z "‘[ 1_'7' 0 Dpenklemlerinde yerine konma-
’ s1 lle hesaplanir,
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Xy ; Xy ; 27; z" . deferleri hesaplandiktan

sonra her bir hata denklemine bu dederler konularak v diizeltme miktari
hesaplanabilmesine ragmen pratikte, i

0-z'
dj-z'
V3' = ('X_?—lj)-z' =d3l_z'

V’

(0-1f) -z
(xy-13)-2"

1
V2

(1{ ve 17 safar oldukla-
(0-17) -z" = 0 -z" rindan “df ve dj de si-
, fir olurlar)

v"
1

2

v

v

(X2—15) _é "

d4-z

3 (x3=13)-2z" = dz-z"

[V] =0 oldugundan ,

[a] viwa:-Lad

[d:] - 3z' =0 z'=:8d VisiT—S~

[av] - 3z =0 =z~ - 47 vi.af. [
3 3

formiilleri yolu ile hesaplamaya gidilir. Yukaridaki izah tarzindan da
anlagilacagir gibi pratikte iglem sirasi goyledir;

a. Ulgiilerin ortalamasi alinarak x dederleri hesaplanir.x= [1_]
n

b. d de§erleri hesaplanarak s de§erlerine bdliinmesi ile z de§er-
leri bulunur.

c. Her d deJerinden z deJerleri g¢ikarilarak v ler hesaplanir.
d. Ortalama hatahesabi yapilir.

Ortalama hata hesabinda, m= 1/&"."_], formiilii, n=61l¢ii adedi=Istika-

met sayisi ile silsile adedinin garp:.g; e'e u=bilinmiyen adedi=istikamet
sayisinin bir eksigine silsile sayisi kadar oryantasyon bilinmiyenin ild-
vesi oldudundan, n-u = s.n-{(s-1) + n)yazzlabilir. Buda (n-1) (s-1) gek-
linde yazildilecedinden ortalama hata formili:

m=¢ Lvv. Slgiilen bir istikametin ortalama hatas:
{n=1) (s-1
mr-tv_m_’_ dengelenmig bir istikametin ortalama hatasi
n olmug olur.

Vezin dagilimi tetkik edilmek istendiginde:
[aa] 0,3 [ap] 0,5 1

[aB]o, Hbb]0,5= 0 Q-Faktérleri denklemlerinden
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4/3 022 - 2/3 0,5 =

- 2/3 3 =
/3o, +4/ 023 0

2/3 Q0,5 +2/3 0,3 =1 ve bu son ii¢ denklemden
de

022' 2/2 = 2/n
023= 1/2 = l/ﬂ

bulunmug olur. p= 1/Q olduduna g8re, her bir aginin vezni n/2 dir. n
sayisi da silsile sayisi olduduna gdre goriilmektedir ki silsile sayisi
arttikga agilarin vezni dolayis:iyle hassasiyetleri, do§ru oran-
ti1li olarak artmaktadir. Ayni zamanda bir istikametin vezni, bagli oldu-
dJu aginin vezninin iki kati oldudundan, n olmus olur. Yani bir istikame-
tin vezni silsile sayisina egittir ve tabii olarak silsile sayisi art-
tikga o istikametin  hassasiyeti de dodrusal olarak artar.

SAYISAL ORNEK : n=3 : s=3

Silsileler Bak. Sifirlanmig Silsileler d v vv Dengelenmig

(n) Nok, Ortalamalar Ortalamasi Degerler

(s) (1) (x) (Kontrol)
1 0.0000 0.0000 0 -1 1 399.9999 0.0000
1 2 95,2713 95,2713 0 -1 1 95,2712 95,2713
3 174.1762 174.1766 +4 +3 9 174.1765 174.1766

+4 +1 )
1 0.0000 0 +6 36 0.0006 0.0000
11 2 95.2721 -8 =2 4 95.2719 95.2713
3 174.1776 =10 -4 16 174.1772 174.1766
~-18 0

1 0.0000 0 -4 16 399.9996 - 0.0000
111 2 95.2705 +8 +4 16 95.2709 95,2713
3 174.1760 +6 +2 4 174.1762 174.1766

cc
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Geriden Kestirme ile Nokta Tayini: \\H //¥i

Agiklama: N 7

P noktasindan p

1 P2 P3 P4 noktalarina p

ry; Ty ryr, istikametleri S1¢tilmiis olsun
ve p noktasinin koordine de§erleri istensin.
Her ne kadar burada bilinmiyenler x ve Yy koor- ~\\l%
dine dederleri olarak gdziikmekte ise de bundan , =~
énceki problemde oldudu gibi burada da bir or- F%/

yantasyon bilinmiyeni z bulunmaktadir.

Ayriyeten problemin bir diger 'yénii de 81¢ii deferlerinin agi olma—
sina radmen istenenlerin koordine de§erleri olmasidir. Su halde yapilacak
ilk iglem agilardan koordine hesabina gegebilmek igin dénigim formiilleri-
ni ortaya koymaktir.

tgt= LY ¢ _arc.tg 9i 7Y £ (x:y)
in—x xi -X

olduduna gére ve x y deferleri dx,dy kadar degigtirildiginde,

dt=;%ﬁL-dx + égz— dy yazilabilir, kismi tirevler alinip yerine

X kondugunda,
dts_giﬂf_. dx- ngiyp dy veya dt = a dx + b dy elde edi_

lir.

Burada istikamet katsayilari dedigimiz a ve b yi hesaplayabilmek
igin formiilden de gorildiugit gibi t istikamet agisi ile s mesafelerinin
dnceden bilinmesi zarureti vardir. Bu da ancak p noktasinin koordine de-
gerlerinin bilinmesi ile mimkiin olur.

Su halde baglangigta yapilacak igs p noktasi igin gegici koordine
dederi hesabi yapmak ve bulunan x Yo degerlerinden faydalanarak istika-
met katsayilarini hesaplamaktir.

Béylelikle:

x= xO £ dx y= y, + dy z= zp + dz olacaktir.
Diger taraftan:
Ti+tvitz=t; ve ty=t,+ dt, olduguna gére

vy = dt; 3 - ; -
1 i=-T]=dz; = 2+ ¢, veyahutta

vy =a dxtb dy-dzitt,-r;-z, yazilabilir.

tg ty = Ji%0 .,

prypes 0= Léﬂ:!ﬁ]esitliklerden tg ve zy deferleri hesaplana-
n

bileceginden, '1i' tp -r; =Zp deferi sabit bir sayi olur. Dolayisiyle:
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Vl'_-aldx+bldy-dz—llpl=l
V2=azdx+b2dy-dz—12P2=1

Vo= a, dx + bn dy -dz —1n

P,= 1 Hata denklemleri
olmug olur

Bu hata denklemlerinde dz bilinmiyenin her bir denklemde katsayi
s: -1 ve biucin denklemlerin vezinleri ayni oldudu ig¢in artik burada dz
bilinmiyenini ortadan kaldirmak ig¢in "Toplam denklemini” kullanmak miim-
kiindiir. Su halde indirgenmig hata denklemleri:

V1=(a1-‘£il) dx + (b - !.llj_)dy-(l %‘.1.)

0 dy- (l

©00000L0000000000000000000000000000C0CO0E®

V2=(&2.-[-;a2l dx + (b [b] [l])
n

v =(a - [37) dx+(b_- [b]

=) dy-(1 === [1J ) olmug olur.

Yalniz burada bir Szellik olarak z -[ELL;;AQZ formiiliinden hesapland;éi

0=
ve n )
- li = tg - rj - 29 oldudu igin,
nzo-[;0 - 1;]= nzo-[i]ve dolayisiyle [i]= 0 olur.
li = (l.- ££Z,01du§una gére, buradan da l' =1;

bulunmug olur. Buna gdre 1nd1rgenm1§ hata denklemlerinin son sekli:
- I
vy = al dx + b} dy -1

1|P17
V =
2 2 dx + b2 dy _12 Py

1

D R e I I I I R A R

v, = aé dx + bé dy -ln D=1 olarak ifade edile-

bilir,
llerde Kestirme ile nokta tayini :
Agiklama :
P noktasinin koordine deerleri pp p noktalarindan yapilan

6l¢giiler vasitasiyle hesaplanmak istenmekt 11. Her bir noktadan yapilan
6lgilerden yalniz bir tanesi koordine dederleri hesaplamak istenen nok-
taya, digerleri ise koordine dederleri belli noktalara yapilan Slgiler-
dir. Buna gére p noktasindan 3 belli noktaya p noktasindan ve p nok-

1 2 3
tasindan da 2 belli noktaya &lg¢i yapilmig olup bunlar r{ rn olarak gés-
terilmiglerdir.
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Koordinesi hesaplanmak istenen noktaya yapilan Slgiler ise r; ler-
dir. Bundan &nceki geriden kestirme probleminde de gériildigi gibi, bura-
da da her istasyon kurulan noktada bir oryantasyon bilinmiyeni vardir.$u
halde bu problemi ¢dzmek igin yapilacak ilk iglem 2 zg zg olarak gés-

terilen bu oryantasyon bilinmiyenlerinin hesaplanmasidir.

- Geriden kestirme probleminde oryantasyon bilinmiyeni, istasyon
kurulan ve koordine deferleri belli olmayan p noktasinda olmasina ragmen
ilerden kestirme probleminde bu bilinmiyenler koordine dederleri belli
noktalarda oldudu igin Z  oryantasyon bilinmiyeni yerine zg kati oryan-
tasyon bilinmiyenin hesaplanmasi mimkindir.

Zira burada istikamet agilari t. ler koordine deferlerinden hesap-
lanabilirler.

Bun Sre zo—[ti -rj]
a gor iT T olmug olur.(Ki belli bir noktadan baki-
1 lan dijer belli noktalarin sayisi)
Buna gOre hata denklemleri, Ornedin p; noktasi igin;
’

3 vewa vl = £l - pt L °

r'iy! =
1tvite =t 1=t Y

- dzl

1
i‘"+","+z = t" ve [[A—T 0
ya vi=t! @ " - -
17771 1 1 1" %; 2% ~dz
0

pZ'+v§'+zl=tZ' veya vi'= tyle rifo 2%, - dz

1
r1+V1+Zl =t; veya vy = tl -r; - zol- dzl olur.
Bu hata denklemlerinden de hemen gériildiigii gibi p, noktasindan
diJer koordine de§erleri belli olan noktalara olan istikdmet agilari t!

t¥ ve t}' niin hesaplanabilmesine radmen t, koordine degerleri hesaplan-
mak istenen p noktasina olan istikamet ‘agisi kat'i olarak hesaplanamaz.
Su halde bu defer yerine yaklagik deferinin kullanilmasi gerekir. lgte
ilerden kestjirme probleminde, yalniz déniligiim formillerini kurabilmek i-
¢in, gene de p noktasinin yaklagik koordine degerlerinin hesaplanmasi
gereklidir. Buna gbre;

0 0 0 Yo~y1
tEg t+dt, =t 4 dx+b. d = ve
T 1 1 1 al X+ 1 yl|(tg t 1 P )
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-li=ti_ri_zg
- 1; = tg - - 0
- 1"1= t"'— I‘" [ . zo
LA
-1, =t - T, - Zl Denklemleri yukaridaki hata denk-
lemlerinde yerine kondudunda,

v] = =dz, - 1!

1 1

v? = -dzl -1"

1

" - -]

Vl dzl ll

vy = a; dx+b1 dy - dz; -1; de§igtirilmi$ hata denk-
lemleri elde edilmig olur.

Bu denklemlere Schreiber kaidesini uygularsak;

-

V] +dz;= V} = -li p= 1

V; + dzl; Vg = -11 P~ 1
nry 4 =V‘"'=_ nr -

V3 1=V 17 Py=1

v +dZ=V dx b ,dy -1 =
1 %97 V= dx bdy 1|1°1 1

[vlj+4dzl= ¥, = ‘a/ldx+bldy-ﬁl_7p5_;‘ (p 1/k,+1)
Burada, Schreiber denklemine de ¥, denilmesinin sebebini agiklamak gere-
kirse gériiliiyorki:
Zo= [Eﬁﬂtr _rv + " - I‘" + t"’ "I‘"' =k zo
1 k, 11 1 1 1 1 171 ve
- _ 0
1] = t]- Ty -z

- 1" -— " n 0
= tler" ~z
1 171 1
- 1" swr_ my_0
#1 r' '~z
—2——2L— 1 "1 Dpenklemlerinden faydalanilarak

-1 -17 17" = ! 4+ " + E"IL [ 0
1 1 1 1 1 1 (r1+r5+r1')‘k1 Z] ve buradanda

-1 o . quy =
11 ll 11 0 olur.

Bu durumda lé; 1 dir ve’ Schreiber denklemi son ddrdiincii hata
denklemi ile tamamen aynidir. Dider taraftan -1. -1£ -1"'" o 0 oldudundan
da ilk lig -hata denkleminin dengeleme hesabinda ﬁigblr f%nksiyonu kalma-
mig olur.

Geriye kalan:

b& = a; dx + bl dy - 1; p; = 1

o Vl =48, dx +Db; dy -~ 1;/p = ¥ denklemlerinin ise vezinleri harig
higbir farklari yoktur. Bu durumda bu iki denklem yerine;
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Vﬁ= a, dx + bl dy - ll' p,=k /kl+l = 3/4 denklemini kullanabili-
riz. (p; =1 - 1/4 = 3/4).Buna gore ﬁormal denklemlerin kurulmasinda kul-
lanilacak Schreiber kaidesine gére indirgenmig hata denklemlerinin timi;

Vl = a; dx + b; dy - 1;(p; = 3/4 (kp=3)

Y, = dx + b, dy - 1 = =

27 X F Dy T S|Py =273 (ky=2)

Vy =a;dx + b dy - l,lp; = 2/3 (k;=2) olmug olur.

Normal denklemler Kurulup ¢éziildikten sonra V& ler hesaplaninca,

v, .
Lz, 2¥2 =az, V3 erinden tigincii b
-k k. +1 K +1 = Z3 ormullerinden uguncu D1-

1 2 3
linmiyenler hesaplanzr.(z}i7 =0 ve [bi] + (K + 1) dz;= b& den)

b§= vit dzl egitlidinden v; lerin hesaplanmasindan sonra hata
hesabina gegilir. Ulgii sayisi, her alet kurulan noktada bakilan sabit
nokta sayilary ile koordinesi belli olmayan noktaya yapilan Slgiilerin
toplamidar.

(k1+k2+k3+§) Bilinmiyen adedi ise her alet kurulan noktadaki or-
yantasyon bilinmiyenleri ile koordine dederleri aranan noktanin x ve Yy
dederleri olmak iizere (n+2) dir. Buna gdre fazla Slgi adedi ise: kj+k

+k3 = 2 = k;- 2 olmug olur. Veya bir istikdmetin ortalama hatasi:
[vvl ; ilebili
m = ¢t olarak ifade edilebilir.
Zkl-]- 2

Pratikte ilerden kestirme ile nokta tayini probleminde ig sirasi-
ni1 tekrarlamak gerekirse:

a. 2% - [t - =, formiiliinden oryantasyon bilinmiyenlerinin he-
1 X saplanmaszi,

formiiliinden gegici istikamet agilarinin hesap-
lanmaszi,

0 -
C. X_ ve Yo in hesabl ile tg ti = -EQL——EL—

0 P Y - x egitliginden
o 0 0 1
tip ve dolayisiyle tpi larin hesabi,
3 o .
d. aj= S22 L pi - 0 .
. s; /) by= —iii’-—-‘:———-lﬂ-'--—j7 egitliklerinden hata
S,

denklemleri katsayilarinin hesabi, 1

e. -1i = tpl -(Xz 2009) sabit degerlerinin hesabs,
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k:
—F vezinlerini kullanarak hata denklemlerinden normal
ki +1 denklemlerin kurulmasi ve ¢6ztlimii,

f.

9. Hata hesabi, olarak siralanabilir.

Karigik Nokta Tayini :

Karigik kestirme, birtek problemin iginde ayni zamanda ilerden
ve geriden kestirme problemlerinin ¢6zimlendi§i bir nokta tayin metodu
olduduna ve bundan énce bu iki broblem de incelendi§ine gére burada yal-
nizca bu iki metod ilizerine kurulmus hata denklemlerinin birlegtirilmesi
ele alinacaktir.

flerden kestirme hata denklemleri : (Dig istikdmetler)

Vi=aydx+bay- 14 Py=k;/ ky + 1

Vo =a,dx + b
2 -
2 dy 12 P2= k2/ k2 +1

Vh = a, dx + bn dy - in p=k./ K+ 1

Geriden kestirme hata denklemleri: .1¢ istikdmetler)
V; =a, dx + bl dy - dz —11 pi =1

bg =4

D I I R A IR I S I Teacscescscacee

I = — -
Y, = a,dx + b, dy - dz 1| B!

dx + b_dy - d -1! " =
x , 4y z 5 p2 1

1 olduguna gére

bu hata denklemlerinden faydalanarak normal denklemleri kurabilmek igin
farkli ¢ézilm yollar:i vardir. Bunlardan birisi, vezinleri her iki gurup
hata denklemleinden de 1 yapip bilahare "Toplam denklemin yardimi ile"
geriden kestimme hata den}lemlerinden dz bilinmiyenini elemine ederek
normal denklemlere gegmek yoludur.

Bunun igin ilerden kestirme hata denklemlerinin her biri kendi
vezninin karekdkii ile garpilarak vezinleri bir yapilmig olur.

Vi = x ~ li kabul edildiginde,

\Z} ’pi =X£l - liﬁdit' lijpi = L denildiginde,
,2

1
-—P—- = VBi = 1 yani pr, =1 olmug olur.
L

by

Diger bir yol ise Schreiber'in 6ngérdiigii bir yoldur. Buna gdre
Schreiber dig ve ig istikametler igin ayri ayri yazilan hata denklemle-
rini birlegtirmigtir. Dig rasatlardan elde edilen istikamet agilarina
} 200 g ildvesiyle igten diga olan istikamet agilarini hesaplamig bila-
hare bu istikamet agilari ile igten Slgiillen rasatlara elde edilen isti-
kdmet agilarini birlegtirmigtir.
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Burada Snemli konu, Schreiber'in i¢ istikametler igin vezni 2/3
ve dig istikametler igin de 1/3 kabul etmig olmasidir. BSylelikle hem ig
hemde dig rasadi yapilmig istikametlerin vezni 1 olmaktad1r.(1/3+_§_ =1)

Harita Genel Miidiirliigindeki uygulamalar : -
a. 111. derece nokta dengelemesi,
111. derece nokta dengelemesi Harita Genel Miidiirligiinde bir
form dahilinde yiiriitiiliir. Bu formda kullanilan igeretleri bundan énceki
agiklamalar ile kargilagtirirsak;

Uzelligi A¢aklamada Formda
Di1g istikametler t ty
i¢ istikametler r t,
Bilinmiyen noktadan bilinen nok- to x
talara yaklagik istikametler
Yaklagik oryantasyon bilinmiyeni z, zb

vYaklagik oryantasyon yapilmig + er=t
i¢ istikametler T+ 2 = *1tZ9

Hata denklemledi sabit sayilari -1 =1

oldudunu gdririz.

Bu formda kullanilan metod Schreiber'in 6ngérdiigi metoddur ve bun-
dan énce agiklandi§i gibi Schreiber dig istikdmetler igin 1/3 ve ig is-
tikdmetler igin de 2/3 veznini III.derece nokta dengelemesi ig¢gin yeterli
gbrmiigtir.

dz tligiincli bilinmiyeni gene Schreiber denklemi yardimi .ile indir-
genmigtir. ve bu denklemin vezni ise gbyle hesaplanmigtir.

dz bilinmiyenin bulundudu hata denklemleri vezinleri 2/3 olan ig
istikamet hata denklemleri olduguna gdre,

__;1_-'=__£__:__l__=_1 (€] = C3 = cvececeesC = 1)

[bcgj P] BN 230y . 1¢ istikamet sayisi olmug
olur. Bu durumda Schreiber denkleminin katsayilari ise [écg]= 2/3 [a]
[bcg]= 2/3 [b]olmaktadzr. Burada ortak olan 2/3 katsayisini ortadan kal-
dirabilmek ig¢in normal denklemlerin katsayilari alinirken bu denklemin
katsayilarinin da karesi alindigindan bu denklemin veznini {2/3)2= 4/9
ile garpmak gerekir. Béylelikle Schreiber denkleminin vezni 4/9 (-l/p&%
4/9 (-3/2N) = -2/3N olmus olur. Ornedin i¢ istikamet sayisi N= 4 oldu-
Juna gére Schreiber denkleminin vezni -1/6 olmug olur.

Schreiber denkleminin katsayilari ise artik [a] , [b] dir.
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'V! = a; dxtbj dy - dz «l} pi = 2/3
Vp = a, dx+b, dy - dz -1; p£ = 2/3
Schreiber
kil V- 2 i ¢ 2y - 2] -y
veya -[] axt[b] ay -[1] R

Diger taraftan;

_F‘tl -r,]

3N

z :[ki"tlij
n

z =
0 0
n
-1; - 40 -r; =z -Ii'; kirb t1; = %,
-13 .
z, [EQE_iJ z, = [éﬁn-llJ
n.z, = n.z, -[ii] n.z, = n.z, -Z}i]

N A [1i]= o

oldufundan Schreiber denklemihin sabit sayisi sifir olmug olur. Yani

Schreiber denkleml,

= [é] dx +[b] dy : /= -

N dir.

Birlegtirilmig hata denklemlerinin sabit sayilari ise,

VE = ai dx + bl

-
a; dx + bi

dx + b
1

<
[l

i a, dx + bi
t2 + 2t7

3

-li= ki -tii

-1i= ki -ty

dy - _1j#21,

B |

1
3

'=—
p; -
2/3 1'
+ 2/3

= =iZZig.. olarak gosterilebllecedznden
3

formiilden baglangigta t istikametleri he-
saplanarak,

p=

-1,
dy i

dy ~1!
1

ay - /3 13
1/3

veya

k,~t! yerine

olmaktadar.
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SAY1SAL URNEK :
Hesaplanan k degerleri :

264168,65
1531125,55
2264868,15
2766400,69

Diliz semtler

Irca edilmig

Ortalama

Dig t) ¢t £, L 20 = ¢! t (t, *+ 2t')/3
169,82 180,82 178,51 175,61
131,29 132,18 129,17 130,34
868,72 874,61 872,30 871,11
402,42 384,66 382,35 389,04

[t1] = 1572,27
k = 1563,04
k7- [tl]—. -9,23
z, = (] =[t1]_ 5,5
n
Hata Denklemleri
a b ~=l=k~t

+ 29,79 - 67,62 -6 ,69

+ 54,24 + 69,82 -4,79

- 19,14 + 43,32 -2,96

- 38,11 + 14,65 +11,65

¥ 26,78 * 50,17 (Toplam 1)

Normal Denklemlerin Hesabi

Paa pab ~pal pbb ~-pbl
887 ,44 - 2014 ,40 - 207,34 4572 ,46 + 470,64
2941 ,98 + 3244 ,64 - 259,81 3578,43 - 286 ,54
366 ,34 - 829,14 + 56,65 1876,62 - 128,33
1452 ,37 - 558,31 - 443,98 214,62 + 170,67
j . 2
717 ,17 1343,55 0 2517,03 0 (Toplam 1)
5648 ,13 - 157,21 - 854,48 10242,13 + 226,54  (Toplam 2)
- 119,53 - 223,92 0 - 419,51 "0 (Top.1)? (o
5528 ,60 - 381,13 ~ 854,48 +9822,62 + 226,54
Normal denklemlerin katsayilari olmug olur.
(Toplam 1) = [é]

(Toplam 1)2 = [ajz

i [»]
; [2050 [
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(Toplam 2) = [baq] ; [pabl; [wpall , [pbb] [~ pp1]
(top 1)2 (- 2, = _[ad?2 = _[adDB] [ni2
T S

A 2
Nor.Denk. ([paa] -[‘26) i ([pab]- [;"—-Z-@-]); ([ pail);

2
([ppr] - sz‘l )3 ({~pb1])

b.1l.Derece Nokta Dengelemesi :

II.Derece nokta dengelemesi vezinler* p = esasina gére form-
lagtirilmigtwx. Yalnz burada bakilan koordine deéeﬁfézi belli nokta sayi-
s1 olan k sayisi 1 olarak sinirlandirildi§indan dig istikametlerin vezni
1/2 ve ig¢ istikametlerin vezni de 1 olmaktadir.

dz bilinmiyenin indirgenmesi toplam kaidesine gére yapaldi§indan
toplam denklemi:

V = [a] dx +[b] day -[i]olur.

Normal olarak dz bilinmiyenin indirgenmesi yapildiktan sonra top-
lam denklemi harig¢ i¢ ve dig istikametler hata denklemlerine bakilacak
olursa, bunlarin vezinleri 172 ve 1 olan sabit sayilari farkli fakat
katsayilari ayni denklemler oldudu goriiliir.II.derece nokta dengelemesi
formunda i¢ istikdmetler dig istikdmetlere branla 2 misli hassas kabul
edildifine gére ilk Snce dig istikametlerin hata denklemleri ise 2 ile

garpilir ve sonra toplanir. /1,i¢ is?i-
Béylelikle vezinler: kametlerin
v hata denklem-
i=aydxtbdy =l Py = 1/2 leri
"o
Vi-ai dX'f'bi dy "1;: P;:=l
Vi=a;dx +b,dy -1, p; =1/2
Vi =2a; dx +2b; dy -21} p$ = 1/4
V4 =3a; dx +3b; dy ~(1;+21}) p; = 1/6 olmug olur.
; .~
(——= 1 + 1 _6) (zi.=_1_) egitliginden. Veya
p; 177 17 ) (Pi = s g. g

bu iglemin dengelemedeki matematiksel izaMinin yapilmasi gerekirse;

[aap] =/«;_{ aj pij+ [ai- ay p}]=[aa_7 (py+p} ) = 3/2 [aa]
olmasi 1l4zim gelirken formda Ongériilen yol;a yapilarak elde edilen top-
lam A :[AA_7= [(( 1+2 ) a;)z] = [9 aj ai] = 9[aa] olmug olur.

Buradan; [hA]

[e] ~ 22

3
[aap] = - £%£?= -é-[ha]olacaél ortaya g¢ikar.

yukarida yerine konursa
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Su halde [AAjelde edildikten sonra bunun 2 ile garpilmasindan

sonra elde edilen deJerlere, toplam denkleminde gegeken iglem yapildik-
tan sonra. ildvesi gerekir. Toplam denklemleri ise yukarida belirtildigi
gibi, : i 1 )

[a] dx + [b] dy - [1] p=—F olduduna gére, bu denklemi
kurmak igin [a] , [b] ve[l] ler tegkil edilecek bilahare bunlarin ka-
releri alinacak ve -1/N ile garpildiktan sonra ilave iglemi yapilacaktir.
Béylelikle esas normal denklemlerin katsayilari bulunmug olacak-

tir.
SAYISAL URNEK :
a b -1
+ 28,134 + 9,592 + 0,831 p=1
+ 41,309 - 38,774 + 2,271 p=1
- 27,608 + 21,028 + 1,948 p=1
- 41,589 - 7,584 - 9,739 p=1 i¢ istika-
metler
+ 28,134 - <+ 9,592 - 0,077 p=1/2
+ 41,309 + 38,774 - 3,947 p=1/2
~ 27,608 + 21,028 + 3,342 p = 1/2 Di§ istika-
- 41,598 - 7,584 - 4,005 p = 1/2 metler
+ 84,402 + 28,776 + 1,585 p=1/6
+123,927 -116,322 + 0,595 p=1/6
-~ 82,824 + 63,084 + 7,238 p = 1/6 (2 ig+l Dig)
+124,794 - 22,752 - 23,483 p=1/6
[a] - [»] [-1]
+ 0,237 - 15,738 - 4,687 Toplam denklemi
AA AB ~AL BB BL
+ 7123,70 + 2428,75 + 133,78 + 828,06 + 45,61
+ 15357 ,90 ~ 14415 ,44 + 73,74  +13530,81 =~ 69,21
+ 6859,81 - 5224,87 - 599,48 +-3979,59 +456,60
+ 15573 ,54 + 2839 31 + 2930,54 _+ 517,65 +534,28
+ 44914 ,95 ~ 14372,25 + 2538,58 +18856,11 +947,28 |(Toplam 1
+ 0,06 - 3,73 o~ 1,1} + 247,68 + 73,76 |(Toplam 2
+ 7485,83 ~ 2359,38 + 423,09 + 3142,69 +161,21 |1/6(Top.1
- 0,02 + 0,93 + 0,29 «~ 61,92 - 18,44-1/4(Top.2
¥ 7485,81 = 2394,45 F 223,38+ 3080,77 +142,77 [Normal

denklemlerin katsayilari olmugs olur.
(Toplam1) [AA] ; [AB] ; [-AL] ; [BB] ; [-BL]
(toplam 2) [a]? [a] : [b] ; [a] [-1]:
[p7% ] [ -1
Nor.Denk. ([AA7 _ [___cg__._'lj;(@_lg__ [a](p] )
4 6 4

Katsayilari ©
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([l | Ladend y fos] _ [n1? )
6 4 6 4

( [—BL] [b][—ﬂ)
6 4

Diger Tipler :
II. Derece nokta dengelemesi;

a.

Kaba drnekler
a.

Hata denklemleri

If¢ ve dig istikdmetlerin sayisi ayni ise:
Birlegtirilmig hata denklemlerinin vezni 1/6
Toplam denkleminin vezni - 1/N

I¢ istikdmet sayisi dig istikdmet sayisindan noksan ise:
Birlegtirilmig hata denklemlerinden miigterek olan her bir

hata denkleminin vezni 1/6
Fazla olan dig istikdmetlere ait hata denklem-
lerinin vezni -1/2

Toplam denklemlerinin vezni -1/N
Dig istikdmet sayisi i¢ istikdmet say;slndan noksan ise:

Birlegtirilmig hata denklemlerinden miigterek olan her bir

hata denkleminin vezni 1/6
Fazla olan ig¢ istikdmetlere ait hata .denklem-
lerinin vezni 1/4
Toplm denkleminin vezni 1/N
a b D
4 3 1/2
2 1 1/2 DIg
3 3 1/2
2 2 1/2
4 3 1
2 1 1
3 3 1 1¢
2 2 1
12 9 1/6
6 3 1/6
9 9 1/6
6 6 1/6'
11 9 -1/4
a b p
4 3 1/2
2 1 1/2
3 3 172 DIg
2 2 1/2



4 3 1
2 1 1 1¢
3 3 1
Hata denklemleri :
12 9 1/6
6 3 1/6
9 9 1/6
2 2 1/2
9 7 -1/3
c.
a N
4 3 1/2
2 1 1/2 DI§
3 3 1/2
4 3 1
2 1 1
3 3 1 o
2 2 1
Hata deklemleri :
- 12 9 1/6 12 9 1/6
6 3 1/6 6 3 1/6
9 9 1/6 9 9 1/6
4 4 1/4 (veya)2 2 1/1
11 9 -1/4 11 9 -1/4
III.Derece nokta dengelemesi;
a. I¢ ve dig istikametlerin sayisi ayni ise:
Birlegtirilmig hata denklemlerinin vezni 1
Schreiber denkleminin vezni -2/3N

b. 1g istikdmet sayisi dig istikamet sayisindan noksan ise:
Birlegtirilmig hata denklemlerinden miigterek olan her bir

hata denkleminin vezni 1

Fazla olan dig istikametlere ait hata denklemlerinin
vezni 1/3
Scheiber denkleminin vezni - 2/3N

c. Dx isikdmet sayisi ig istikamet sayisindan noksan ise:
Birlegtirilmig hata denklemlerinden miigterek olan her bir

hata denkleminin vezni 1
Fazla olan i¢ istikametlere ait hata denklem-
lerinin vezni 2/3
Schreiber denkleminin vezni -2/3N
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Kaba 6rnekler :

- 2 2 £
4 3 1/3
2 1 1/3 DIS
3 3 1/3
2 2 1/3
4 3 2/3
2y 1 2/3 1¢
3 3 2/3
2 2 2/3
Hata denklemleri :
4 3 1
2 1 1
3 3 1
2 2 1
11 9 - 1/6
b.
-a_ L B_
4 3 1/3
2 1 1/3 DIg
3 3 1/3
2 2 1/3
4 3 2/3
2 1 2/3 1c
3 3 2/3
Hata denkiemleri :
4 3 1
2 1 1
3 3 1
2 2 1/3
9 7 -2/9
c .
2 b L_
4 3 1/3
2 1 1/3 DIg
3 3 1/3
4 3 2/3
2 1 2/3
3 3 2/3 1¢
2 2 2/3



Hata denklemleri :

4 3 1

2 1 1

3 3 1

2 2 2/3
11 9 -1/6



