HILBERT UZAYLARINDA DOLAYLI OLCOLER EN KOCOK KARELER DENGELEMESE VE
EN KOCOK KARELERLE KOLOKASYON (TAM) CUZOUMLERININ KARSILASTIRILMASI

Emin AYHAN

OZET

Jeodezinin klasik’yﬁntemlerinden olan dolayli Slgiiler en kiigiik kareler
dengelemesi ile son yirmi yildir jeodezide uygulanan en kiiglik karelerle ko-
lokasyon (tam) arasindaki iligkiler Hilbert uzaylarinda ele alinmakta, en
iyi yaklagimin Hilbert uzaylarindaki tanimi olan izdiigsiim teoremiyle denge-
leme ve kolokasyonun minimum norm kogulunu saglayan g¢dziimleri gdsterilmekte-
dir. Dengeleme ve kolokasyon arasindaki temel farkin, ¢8ziimiin yapildigi Hil-
bert uzaylarinin farkli Szellikte olmalarindan kaynaklandigi sergilenmekte-

dir.

SUMMARY

Theoretical relationships between parametric least squares adjustment
which is one of the classical methods of Geodesy and least squares colloc-
ation that is used in Geodesy during last two decades are investigated in
Hilbert Spaces. The solutions, satisfy minimum norm condition, for adjust-—
ment and collocation are derived by using the projection theorem that is the
definition of the best approximation in Hilbert Spaces. It is also shown
that the main difference between adjustment and collocation is caused by

the definition of Hilbert Spaces which used in derivations.

1. GIR1S

En kiiciik karelerle dengeleme 19 ncu ylizy1l baslarinda jeodezide ve diger
disiplinlerde kullanilmasina kargilik, en kiigiik karelerle kolokasyonun jeo-
dezik uygulamalari g¢ok yeni olup ilk kez Krarup (1969) 'da fonksiyonel analiz
kavram ve ydntemleri ile bir agiklamasi verilmigtir. Daha sonra birgok arag-
tirmacinin ¢abasi sonucu jeodezideki hemen her problemin ¢Gziimiinde en kiigiik

karelerle kolokasyon uygulanir duruma gelmigtir.

Bu calismada dengeleme ve kolokasyon arasinda bilinen iligkilerin belir-

gin hale getirilmesi amaglanmakta, gerek dengelemenin gerekse kolokasyonun,



farkli 6zellikteki Hilbert uzaylarinda izdiisiim teoreminin birer uygulamasi

oldugu gdsterilmektedir.

lslemler Hilbert uzaylarinda yiiriitiildiigiinden, ikinci bdliimde Hilbert
uzaylarinin temel Szellikleri verilmekte ve bundan yararlanarak izdiigim teo-
remi agiklanmaktadir, Uglincii b6liimde dolayli &Slgliler en kiiglik kareler denge-
lemesinin Hilbert uzaylarinda ¢8zimii yapilmakta ve ddrdiincii bolimde en kiigiik
karelerle kolokasyon (TAM) Hilbert uzaylarinda ¢dziilmektedir. Galigma iginde

tam kolokasyondan, kolokasyon diye s&z edilecektir,

2. HILBERT UZAYLARI VE 1ZDOSOM TEOREMI

Ek Szelliklerin tanimlandigi dogrusal uzaylarin &6zel bir alt b&limi olan
Hilbert uzaylari tam ig¢ g¢arpim uzaylarina kargilik gelir. Bu nedenle 8ncelik-
le dogrusal uzaylar tanimlanacak ve daha sonra Hilbert uzaylari temel Szel-

likleri ile ele alinacaktair.

Bir X kiimesinin x,y,z,... elemanlari (nokta, vektdr, fonksiyon) arasinda
toplama ve bir skaler ile carpim iglemleri tanimli ise X kiimesine dogrusal

uzay (vektdr uzay) adi verilir,

X dogrusal uzayinda tanimli toplama ve skaler ile carpim iglemleri asa-
grdaki dzellikleri saglar (Davis, 1975) ;

X+y=y+x Degigim

x + (ytz) = (xty) + z Birlegim

¥+0=x 0€Xx, x € X Toplamada Etkisiz Eleman
x+ (-x) =0 Toplamada Ters Eleman

a(px) = (aB)x a,B €ER

o(x+y) = ax+tay Dagilim
(a+B)x = ax+Bx
1(x) = x Garpmada Etkisiz Eleman
x.x D=1 Carpmada Ters Eleman
R gercgek sayilar kiimesi olmak lizere o € R ve 0,xi€ X, i=1,2,...,n igin

X lerin dogrusal kombinasyonu ile olugturulan

0=a x +o0, %x, + +++ +0 X
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egitligi a; = 0 kogulu igin saglaniyorsa X elemanlari dogrusal bagimsizdir
ve X uzayi n-boyutludur denir.
Bu durumda { xi€ X, i=1,2,...,n } kiimesi X dogrusal uzayinin bir tabani-

dir ve taban cinsinden X uzayi,

X = span ( Xis Xg50uny X ) (2.1)
ile g8sterilir.
X gercek dogrusal uzayinda X,y € X eleman ¢iftine

(x,y) € R
ile gosterilen skaler bir say1i kargilik getiren fonksiyona l¢ Carpim ve X

uzayina da l¢ Garpim Uzayi denir.
I¢ carpim uzayinda
= Il = /G,%)
ile tanimlanan fonksiyon ise norm olarak bilinir.

X i¢ carpim uzayinda Cauchy anlaminda yakinsaklik varsa X uzayi Tam I¢

Carpim Uzayi veya Hilbert Uzayi olarak isimlendirilir.
Hilbert uzaylarinda ig¢ carpim ;
T
(x’y) = X Gy (2.2)

egitliginde oldugu gibi bir kare, simetrik, pozitif definit G matrisi ile
tanimlanir. Bu &zellik Hilbert uzaylarindaki iglemlerin matrislerle gdste-

rilme olanagini saglar.

X'in bir Q altuzayi iizerinde tanimli ve x € Q elemanina Ax=t iglemiyle
Y Hilbert uzayinin t elemanini karsilik getiren A, operatdr olarak bilinir.
Eger Y Hilbert uzayi R gergek sayilar uzayi ise bu durumda tanimlanan f ope-
ratoriine fonksiyonel ismi verilir. X Hilbert uzayi ile R arasinda tanimli
her f fonksiyoneline karsilik X Hilbert uzayinda tek bir x € X elemani bu-
lunabilir., £ fbnksiyoneline kargilik getirilen x elemani f fonksiyonelinin
temsilcisi olarak anilir,

4 .
Bir x € X elemani, X'in altuzaylari olan M ve M 'in

(x,,%)) =0
kosulunu saglayan x1€ M, XZG M elemanlari cinsinden

X =x + x (2.3)
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ile tek anlamli olarak temsil edilebilir. M ve M birbirlerinin dik biitiinle-
yeni olarak bilinir. Ayrica X uzayi
X=M & M : : (2.4)
ile M ve M 'nin direkt toplami ile temsil edilebilir (Luenberger, 1969).

Hilbert uzaylariyla ilgili yukarida verilen bilgilerle yetinilerek, en
kiiclik karelerle dengeleme ile en kiigiik karelerle kolokasyonun ¢oziimiinde kul-
lanilan ve en iyi yaklasim probleminin Hilbert uzaylarindaki tanimi olan

izdiigiim teoremi agagida kanitsiz olarak verilecektir.

Izdiigim Teoremi : X Hilbert uzayi, elemanlari dogrusal baZimsiz
{ xi.é X, i=1l,...,n }kimesiyle M = span ( x ,X,,...,x )altuzay1, x € X

eleman1 ve
Ci€ R i=1,2,...,n

sayilari verildiginde ;

(x, X, ) = g (2.5)
kogullarini saglayan x € X elemanlari
Vex+M (2.6)

ile tanimlanan V dogrusal gegitlemeyi olugtururlar. V dogrusal gegitlemenin
(NN
x €V

S -+
kogulunu saglayan tek ve minimum normlu R € V (% € M, (i,xL), x € M )elemani

% =.§ a, x, = XTa , a. € R (2.7)
1=1 1 1 1
ve
a = (X'%) "1, (2.8)
olmak iizere
2 =X X0 e | (2.72)

ile bulunur, x ile % arasindaki ¢ farki ise

%= x-% = x=X (X)) e (2.9)

egitligi ile elde edilir (Luenberger, 1969).



Izdiigiim teoreminin R uzayindaki geometrik anlami Sekil-1'de gbsteril-
mektedir,

Sekil-1

3. EN KOCUK KARELERLE DENGELEME

Glincel uygulamalarda dolayli &lgiiler en kii¢iik kareler dengelemesinin daha

yaygin kullanilmasi nedeniyle bu bdliimde dolayli Slgiiler en kiiclik kareler den—
gelemesinin Hilbert uzaylarinda ¢bziimii ele alinmaktadir.

L bir Hilbert uzay:i olmak lizere 2 € L bilinen 8lgiiler Ye M, vE M
BN
(L= M+M ) elemanlari cinsinden,

2 = E + v

(3.1)
ile tek anlamli olarak temsil edilir. £ elemani, bilinmeyen x parametreleri
ve bilinen A operatdri ( A =X+ L) ile

¥=ax (3.2)
olarak tanimlanir ve bu tanim (3.1)'de konulursa ;

L =Ax+v

(3.3)
bulunur. Problem ; (3.3) egitliginden yararla I bilinmeyen &lgiilerin gergek

degerinin en iyi yaklagimini belirlemek olup b&liim 2'de verilen izdiigiim te-
oremi ile g¢dziilecektir,

tzdiigiim teoremindeki M altuzayi, A'nin a, siitun vektdrleri ile

M = span (al,az,...,an)



olur. (3.3) egitligi soldan AT ile garpilir ve diizenlenirse
ATp = A"A x (3.4)

yazilir. (3.4)'in sol tarafinda yer alan AT ve % bilindiginden bilinen ¢

vektsrii olugur ve i¢ carpim gésterimiyle
(ai , ) = c; i=1,2,...,n (3.5)

yazilir (Sekil-2),

V=¢+ ML

L&)

2

Sekil-2

L Hilbert uzayinda i¢ ¢arpimi tanimlayan G matrisi I birim matris alinir

ve bilinmeyen x parametrelerinin segimine bagli olugturulan
T =Ax (3.6)

sonsuz sayida eleman tanimlayan (3.6) ile (3.5) egitlikleri (3.4)'de yerine

konulursa ;

c. = (ai , D (3.7)

i
ile izdiiglim teoremindeki (2.5) kogullarinin kargilifi tanimlanir. Bu kosul-

lari saglayan ¥ elemanlari V = & + M dogrusal cegitlemeyi olugturur. lzdii-

siim teoremine gdre V dogrusal cegitlemenin

N2 ll<llz|
TEV

minimum norm kogulunu saglayan ve M altuzayinin bir elemani olan % elemani ;



7 =AMt ¢ (3.8)

veya (3.5) 'den

7= ATy (3.9)
ile bulunur. Bilinmeyen x parametresi (2.7a) egitliginden

%= (AT AT
ve (3.3) egitliginden

v = (AT ™Y o (3.10)

olarak elde edilir,

4, EN KOCUK KARELERLE KOLOKASYON (TAM)

U kiimesi ilizerinde tanimli g: U~R fonksiyonlarini eleman kabul eden bir
Hilbert uzayl X olsun. Bu uzayda g fonksiyonuna ek olarak K(P,Q) gibi U'nun
P,Q noktalarinda tanimli bir fonksiyon daha verilsin. K(P,Q) fonksiyonu aga-

g1da verilen iki &zelligi saglamalidir ;

a. Sabit P ve her degigen Q noktasi igin K(P,Q) fonksiyonu X Hilbert

uzayinin bir elemanidir ve K(. , Q) ile gdsterilir.
b. Her g € X fonksiyonu igin

g(® = &(® , K(2,0 ), (4.1)

egitligi ile g ve K(P,Q), P'nin fonksiyonu oldugu diigiiniilerek g fonksiyonu
tiretilir.

Bu iki &zellige sahip K(P,Q) fonksiyonu tektir ve Uretici Gekirdek Fonksiyonu
(UCF) olarak anilir, UCF tanimli Hilbert uzaylarina da Uretici Gekirdek Hil-
bert Uzayi (UGHU) ismi verilir. Gerek UGF ve gerekse UGHU ile ilgili ayrin-
tili bilgiler Shapiro (1971), Moritz (1980) ve Tscherning (1984,1986)'de

bulunabilir.

L, X UCHU iizerinde tanimli bir dogrusal fonksiyonel ve h € X, L'nin tem-

silcisi olmak {izere (4.1) egitliginden

L(g) = L( g(P), K(P,Q) )P
L(g) = ( g(P), LK(P, .) )p
ve h(P) = LK(P, .) (4.2)



tanimyla
L(g) = ( g(®, h(® ), (4.3)

bulunur. (4.2) egitliginde UCHU'nun dnemli bir 6zelligi orcraya gikmakta ve
herhangi bir L dogrusal fonksiyonelinin h temsilcisi UGF cinsinden kolaylik-

la bulunabilmektedir.

En kiigiik karelerle kolokasyonda ; t € X bilinmeyen fonksiyonunun en iyi
yaklagimi, t iizerine uygulanan L'lerin bilinen degerlerinden yararlanarak
bulunur. ¢&zlm bdliim 2'de verilen izdiigiim teoreminin bir uygulamasi oldugun-
dan Sncelikle bu teoremdeki kogul, altuzay ve elemanlarin buradaki kargilik-

lari tanimlanacaketir.,

t € X fonksiyonuna uygulanan L dogrusal fonksiyonelleri (4.3) esgitligi
ile
L, () = ( t(®, hi ®) )P =cy i=1,2,...,n (4.4)
olarak yazilir, Burada ci.é R sayilari bilinmekte olup P degigken noktalar-
dir. Boylece (2.5) kogullarina kargilik (4.4) kogullari tanimlanmaktadir.

Izdiigiim teoremindeki M altuzayi;

M = span ( h1 , h ooy )

2 n

ile tanimlanirsa (4.4) kogullarini saglayan t fonksiyonlari

+
V=t +M

dogrusal gegitlemeyi-olugturur. lzdiigiim teoremine goére V'nin

Tl < lizl
TEV

minimum norm kogulunu saglayan ve tek olan t elemani ,

i@ = Ea b @ (4.5)

veya (4.2) egitligi ile
t® = Y a. L. K, .) (4.5a)
i=1 1 1
bulunur. t(P) fonksiyonu ayni zamanda M altuzayinin bir elemani ve M dik
biitiinleyen altuzayinin tiim elemanlarina da diktir (Sekil-3). (4.5) egitli-

gindeki a; bilinmeyen parametreleri izdiigiim teoreminden

a=[1; L KG, )77 (4.6)



ile yazilir. a igin (4.6) egitliginde verilen bu tanim agagida c¢ikarilmak-

tadir,

LiK(P() ’,f”
R
-t
Lo K(F;)
Sekil-3

tEM igin (4.5a)'da verilen tamimin (4,4)'deki kogullari da saglamasi

gerektiginden,

Chy®, B a1 ke, D) =e, 5=1,2,...m

ve hj (P) 'nin (4.2) 'deki tanimi burada yerine konulur ve esitlik diizenlenir-
se ;

n

Z a, L. L., K(. ) = c.

i B R T
veya matris gdsterimiyle

Lj Li K(. , ) a=c¢
olur. Buradan a'nin bir ¢dziimi

-1
a= [ Lj L, KG, 0) 17

ile elde edilir ki bu (4.6) esitligini verir. a'nin bu tammi (4.5a)'da ye-
rine konulursa, t bilinmeyen fonksiyonun M altuzayi {izerine dik izdiigiimi

olan minimum normlu en iyi yaklagimi t (indisler gdzdniinde bulundurulmaz ise) ;
- -1
t(P) = LK(P, .) [ LLK(. , .) ] "¢ .7

bulunur (Krarup, 1969; Moritz 1980; Tscherning 1986).



Yukarida fonksiyonel analiz kavramlariyla agiklanan en kiigik karelerle

kolokasyonun geodezideki bir uygulamasi agapida Srnek olarak verilmektedir.

2z

Sekil 4

Ry Bjerhammar yarigapli kiirenin digindaki uzay pargasi olan UER3'da

tanimli T : R° - R harmonik fonksiyonlarinin olugturdugu UCHU'na ait UGF ;

Ry
2 n+1
K(P,Q) = nEo k (;;:-) P (Cosy) (4.8)

ile verilsin, Burada k derece varyansini, Pn Legendfe polinomlarini ifade
etmekte ve (4.8)'deki diger terimlerin anlamlari Sekil-4'de gdsterilmekte-
dir.

M altuzayr ; T bozucu potansiyel {izerinde tanimli dogrusal fonksiyonel-
ler ( LAg, LN, LE, .. ) ile olugturulursa, (4.7) ile belirlenen T fonksiyonu
bozucu potansiyelin en iyi yaklagimi olur.

T fonksiyonuna herhangi bir noktada dogrusal fonksiyonel uygulanarak o nok-
tada fonksiyonelin degeri hesaplanir ki bu iglem prediksiyon olarak bilinir
(Moritz, 1980).

5. SONUCLAR

Bsliim 3 ve 4'de verilen en kiigiik karelerle dengeleme ve kolokasyon ¢&-
ziimleri incelendiginde, aralarinda agagida siralanan benzerlik ve farklilikla:

oldugu gdriilmektedir.



Gerek dengeleme ve gerekse kolokasyon ; en iyi yaklagim probleminin Hil-

bert uzaylarindaki tanim olan izdiigiim teoremi ile ¢6ziilmektedir,

Dengelemede elemanlari vektdr olan bir Hilbert uzayinda, kolokasyonda ise

fonksiyonlari eleman kabul eden bir Hilbert uzayinda ¢Ozilim yapilir.

Kolokasyon ¢@ziimiiniin yap1ldigr UCHU'da &zel olarak tanimlanan K(P,Q) fonk-
siyonu ¢dziimde anahtar rolii oynar. Bu nedenle uygun K(P,Q) 'nun secimi

Oonem kazanir.

M altuzayi ; dengelemede A matrisinin a; siitun vektdrleriyle kolokasyonda

ise L, K(P, .) fonksiyonlari ile olugturulur.

Dengelemede bilinmeyen vektdriin (&lglilerin gercek degeri) minimum normlu
en iyi yaklagimi olan bir vektdr, kolokasyonda ise bilinmeyen fonksiyonun

minimum normlu en iyi yaklasimi olan bir fonksiyon aranir.
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