GOZLEM DEGERLERINE EN 1Yi UYAN AMPIRIK
DENKLEMLERIN DETERMINANTLA TAYINI

* Yazan : Yiik. Miih. E. Gnl.
Kerim EVINAY ve
Ali EVINAY, Fizikci

AMPIRIK, gozlem ve deneye dayanan anlamina gelir.

Arastirmalarda, bagimsiz degiskenlerin (x) deney ve gozlemle elde
cdilen degerlerine karsihk fonksiyon degerleride (y) oleiiliir. Bir koordinat

sisteminde, bu karsiikl (x) ve (y) degerleri taginr. Diizensiz bir dogru
veya. egri elde edilir.

Bundan sonra ana problem :

Gauss'un “En Kiicilk Kareler Metodu” ile Dengeleme Teorisinde goz-
lem sayisinin bilinmeyenler sayisindan ¢ok olmasi sart: altinda, bu diizen-
siz dogru veya egri icin gozlem degerlerine en iyi uyan, en gok yaklagan
dogru veya egrinin denklemini bulmaktir. Bu denkleme Ampirik Denklem
adi verilr.

1lk is olarak, diizensiz dogru veya egrinin asagidaki denkiemlerden
hangisine en yakin diistiigii kestirilir :

1. Dogru
Y =ax + b
2. Parabol

Y = ax? 4+ bx + ¢
3. Yiiksek dereceden ve ¢ok terimli

Y = a + bx + cx? + dx® + ext 4 ...
4. Sinus, Cos, tg... Ogibi Periyodilg

y = a+ bsin x + ¢ cos x +
< . fe]
dsin36n? 2x—+—ecos3i(‘) 2x+...
5. Uslii fonksiyon :
y =ax®
log y = log a + b logx 1. Maddedeki sekle
In y = Ina <+ blnx bir Dogru §ek_line
y= A +bx cevrilmig olur.

indirgenmis denklem
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Burada’ :

Uslii fonksiyonlarda, énemli olan nokta, agirliklar esit olsada, bi-

rinci derece denkleme indirgenmis denklemlerin agirhiklary, indirgemeden
evvelki agirhiklarin ayni olmayisidir :

Gozlemlerde Agirhik Indirgenmis denklemde Agirhik

Y1 Wi log y, vi W
Yo W, log y, i W
Ya Wi log y, y2 w, olur

Bundan bagka diger iki énemli dengeleme kurali g6z oOniinde tutulma-
hdir :

1. Agirhiklar ortalama hatalarin kareleri ile ters orantihdir
w; Mi = w, M}

Agirliklar nispi sayilardir. Bu nedenle tam sayllara indirgenir. Orta-

lama gozlen degerine karsihk alinan agirhik birimine oranla, gézlem sayisl
0 goOzlemlerin agirlig1 olarak alinabilir.

2. Bir y - fonksiyonunun ortalama hatasi, y nin ortalama hatas:
ile fonksiyonunu y’e gére tiirevi carpimina, esittir :
d (logy)

mlogy = my dy = my .

1
y
w = w

2
logy — y'y

Kisaca :

Ampirik denklem gbézlem ve deney sonunda elde edilen &lgiilere en
iyi uyan denklemdir.

Deney ve gozlerlerde, hem bagimsiz degisken (x) ve hemde fonksi-
yon (y) Olciiliir.
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Su halde, Ampirik denklemin tayininde, hem (x) ve hemde (y) bili-
nen degerlerdir. Ancak cok sayida (x) ve (y) noktalarmin gizimi bir
koordinat sitemine gore yapilirsa bunun bir dogru veya bir egri oldugu,

fakat diizgiin olamdigr goriiliir. Bu noktalara yakin, en yakin gececek
olan egrinin denkleminde katsayilar1 tayin edilmesi gerekir. Boylece :

En kiiciik kareler metodu uygulanarak diizgiin bir egri veya dogru
denklemi, ampirik denklem elde edilir.

Onemli nokta, (x) ile (y) arasinda fiziksel veya matematik bir ba-
gint1 bilinmeyisidir. Bu nedenle denklemin segimi en biiyitk onemi tasir.
Bu ise hesapcinin, matematik bilgisine baghdir.

Ornekler ve yazinin sonunda verilen egri ve dogru ornekleri bir fikir
ve ilk adim atabilmek icin verilmistir. Arastirmalarda bunlardan biri ve-
ya birkaginin birlegimi olabilir.

AMPIRIK DENKLEMLERIN TANIMI

AMPIRIK : Gozlem ve deneye dayanan demektir.

AMPJRIK DENKLEM : Gozlem ve deneye dayanan, bagimsiz (x) de-
gigkeni ile bunun (y) fonksiyonu arasinda teorik ve matematik bir baginti
bulunmayan hallerde, bu gozlem degerlerine en iyi uyan ve istenen bagmn-
tiy1 veren denklemdir.

Arastirmalarda, ampirik denklem, bir cok kanunlarin bulunmasinda
yararh olmustur.

AMPIRIK DENKLEMIN TAYINI, GENEL YOL : Geodezi, fotogra-
metri, fizik, geofizik, astronomi ve benzeri bilim dallarinda, bagimsiz de-
gigkenler ve fonksiyonlar: arasinda teorik bir baginti kurmak imkénsiz
oldugu buna karsit bdyle bir bagintimin sezildigi, gerektigi veya arandi-
1 hallerde Ampirik Denklem ve Coziim elde kalan tek ¢oziim yoludur.

Ampirik denklemin tayini igin :

1. Gozlem, deney veya olcii degerleri (x, y gibi) bir koordinat siste-
mine gore tasinir. :

0

2. Elde edilen dogru veya egrinin, denklemi ile bilinen hangi egriye
en yakin ciistiigii kestirilir. Bu kestirme ne kadar isabetli olursa, hatalar
o kadar kiiciik olur. Orneklere bakinz. :
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3. Secilen denklem en kiiciik kareler metodu sartlarim gerceklegti-
recek sekle sokulur. Determinantla ¢bziim saglayacak hal yolu uygulanir.

4. Oliilen (x, y) degerleri yerlerine konur. Coziim yapilarak denkle-
min katsayilar: hesap edilir. Ampirik denklem elde edilmis olur. Ampirik
denklemin egrisi 6l¢ii ile bulunan noktalara en yakin gegen egridir. Diger
deyimle farklarin, hatalarin kareleri toplam: minimum olur.,

5. Hatalar biiyiik cikarsa, daha uygun bir egri ve denklemi secilir.
1-4 tekrar edilir.

Ampirik denklem, degisken ve fonksiyon degerlerinden, birinden di-
gerine gecis, enterpolasyon ekstrapolasyon igin kullamlir. Ancak ekstra-
polasyonda ¢ok dikkat edilmeli belirli sinirlar asmamalidir.

Ampirik denklemler icin, burada verilen teori ve orneklere dayana-
rak, Hava Nirengisinde, rakimlarin dengelenmesinde, bilinen rakimlara da
+ 10 cm. - + 30 cm. gibi bir hata tanimak ve Olclilen noktalara oranla da-
ha yiiksek bir agirk vererek rakim egrisinde bu yiizden dogan gerilme-
leri 6nlemek suretiyle yazarca yeni bir hava nirengisi dengeleme yolu ve-
Orneginin verilmesi diisiiniilmektedir.

DENGELEME YOLU iLE GOZLEM DEGERLERINDEN
AMPIRIK DENKLEMLERIN DETERMINATLA COZUMU

Degisken ve fonksiyon degerleri gozlem yolu ile 6l¢iilen veya tiirlii
yollardan bilnen degerlere en iyi veya en biiyiik ihtimal (belkilik) ile uyan
denkleme verilen degerlerin ampirik denklemi denir.

Ampirik, sadece deneye, gorgiliye, gozlem yolu ile Ol¢iiye dayanan
anlamina gelir.

Deney, gozlem, olcii sonunda bilinen degisken (x) ve fonksiyon (y)
degerleri arasinda bir kesin matematik bagintinin bulunmadigi, bu denk-
lemin bilinmedigi kabul edilmistir.

Bu durumda, bulunacak denklemin birinci derece (linear), ikineci de-
rece (parabol, daire...) iislii (eksponansiyel) olup olmadigina hesaptan ev-
vel karar vemek gerekir. Bunu onlamak icin :

‘Deney veya gozlemle bulunan (%, y) degerleri yardimi ile ¢izim yolu
ile dogru, egri, parabol veya iislii, logaritmik egrilerden hangisinin hesap
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ve dengelemeye dayanak, cilug denklemi, baslangig denklemi alinacagi
yapilan cizim (cizge, grafik) incelenerek en yakin benzer sekil segilir.

Bu sekil uygulama alaninda, pratikte genel olarak ve cogunca : dog-
ru, parabol veya iislii bir denklem karakterini gosterir.

+Y
A

Dogru © Verilen noktalar Parabol
o Hesap, dengeleme
ile bulunan denkle-
min noktalari.

Ampirik denklem elde edilince x - degigkeninin tiirli degerleri igin
y - fonksiyon degerleri denklem yardim ile hesap edilir veya cizilen gra-
fikten okunur.

Degigken (x) ile fonksiyon (y) arasinda matematik baginti, denklem
kurulmus olur. ‘

Astronomi, fizik 6lcme bilgisi ve benzeri alanlarda uygulama sonunda
giic prolemleri kolayca ¢6ziime ulagtirir.

VERILEN ﬁQ NOKTADAN GECEN AMPIRIK DENKLEMIN
DETERMINANT YARDIMI ILE VE DENGELEME
YOLU ILE COZUMU

Gauss dengeleme yolu, en kiigiik kareler metodu ile dengeleme kosgul-
lar eksiksiz olarak uygulanmaldir.

Olcii ve gozlemle elde edilen degerler ancak gercek degere yakin de-
gerlerdir. Gergek deger tam dogru olarak hi¢ bir zaman bilinmez, hesap
edilemez.
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Gauss, en iyi, en belkili degerin, gercek degerle gozlem degerleri ara-
sindaki farklarin diger deyigle hatalarin (r) kareleri toplamini minimum
yapan deger oldugunu ispatlamig ve dengeleme, en kiigiik kareler metodu
ile dengeleme hesabim1 kurmustur. Buna gore :

Verilen iic noktadan gegecek dogrunun

Pr(x,y) =P (1,2
Pz (xz s Y2) = Pz (0o, 0)
Pn (xn’yn)/ =P3 (2’2)

1) y=ax+b

- denkleminde,X,y,;X.y.;X; y; degerleri verildigine veya goézlemle &lgiil-
diigiine gore

2

n
) aXx +bXl—Xy =3V, ; Vi = Minimum

i=1 i=1 i=1 i=1 i

I M=

1

veya diger deyimle verilen, bilinenx, y,;x, y.:x, ¥ degerlere en iyi, en
belkili olark uyan dogrunun a, b katsayilarin1 degisken olarak tayin etmek
gerekir. Bu nedenle yukariki denklem : :

(@ f@,b =

1

I Mo

(ax; + b — y)? = Minimum

1
Bunun igin, tiirevi alinarak sifira esit kiliirsa :

=1

I

) fz(a,b)=2_§(axi+b—yi)=0

f“(a,b)=2):x12
fa(@,b) =25 x
fzz(a,b)=221=2n
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1, degigken (b) nin
katsayisidir.

(4) ve (5) denklemleri a ve b ye gére ¢oziim yapilr ve dogru denkle-
mine, dogrunun determinant seklindeki denklemine konulacak olursa :

4) fi@@,b) =

[+

I Mz I M>z

EY

(5) f,@,b) =

©) i=1Ai i=1 i i=1 =0
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Ornek :

Ornek olarak verilen li¢ noktanin (x,y) degerleri (6) denklemine ko-

nulursa: P(1,2);P,0,0;P 2,2):

X y 1 :
3 4 3] =—6x+6y—2=0
5 6 3
1

Y—X+?
a =]

1
b=

Denklemi ve (a,. b) degerleri dengelenmis olark elde edilir. Cizimi ya-
pilirsa

+y
A ;*
| 6 o
© Verilen noktalar
¥ Dengelenen noktalar
-);;(—
%:—0 4 . %+X

Verilen noktalarla, dengeleme hesab: sonunda bulunan ampirik denk-

lem arasindaki farklar veya hatalar (v), hatalarin kareleri toplami (v?)
hesap edilirse :

Y=X+?
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! 1 _ .2___. 2_}1.,
2__1_}_.?’1_*,_—3‘__2___—3__\11 v]_9

1 1 — _1<__ 2___1.,.
0—0+3;0+3—0—+3—V2 V2 9

1 1 1_ 2.__.-1_

w! -

fa,b) =2 (ax; + b — y)? = Minimum.

4 : &+ ! 6 — —2— Minimum
= — 4 —9— T = 9 = 3 mni .

Su halde verilen ii¢ noktaya en iyi en yakin gecen dogru denklemi el-
de edilmig olur. Herhangi diger bir dogru ile verilen noktalar arasindaki
farklar veya hatalarin (v) kareleri toplami (% )ten daha Kkiigiik olamaz.
Bu nedenle Gauss tarafindan verilen ve ayrintilar ile gelistirilen dengele-
me hesabina “En Kiiclik Kareler Metodu ile Dengeleme Hesab1” ad: veril-
migtir.

Bir tek gozlemin, burada verilen bir tek noktanmn ortalama hatas: :

_om 1]
M‘\/a'“‘“i\/rl

Burada M, ortalamanin ortalama hatasidir.

SN S R
3.1 i 6 1.7 '
M m 0.58 0.3
BV e O A

Yukariki gekilden bu say: kabaca goriilebilir.
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Kontrol ve Uygulama :

Dengeleme sonunda bulunan ve verilen tic noktaya en yi uyan, en
Vilyiik ihtimalle en yakin gecen dogru denklemi ve iizerinde dért nokta-
nin koordinatlarim1 yazalim
f(@a,b) ax+b—y=0

—6x + 6y —2 =0

1

)’=X+?

x | 1 2 3
4 7 10 13
R S S

7
2a +b—?=0 v, =0
10
13
4a +b—§-=’€v0 v, =0
Lx X1 Xy }Exf=30
= = = n 100
100 4 34 EXoy o=
3
1 b = -
A= 3
30 0b— 2 0 30 4 o 100
a0 =5 = T3 T3 =0
10 4b— 2 0 04+ _ 34
B Ab— g = t3T3 =0
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X y 1
34 20

0 5 4 ) - _20x+2y — 5 =0
10

0 5

11k bulunan denklem elde edilmis olur. Verilen dort nokta da dogru
tizerindedir.

Kontrol ve Uygulama :

Dengeleme sonunda bulunan ve verilen ii¢ noktaya en iyi, en biiyiik
ihtimalle en yakin gecen dogru denklemi ve iizerinde bir ka¢ noktanin

koordinatlarim1 yazalim :
f(a,b)=ax +b—y

3
0 Loy 4 2
X — 3
1 0101374
y 3 33 3 3

Dogru iizerinde alinan bu noktalardan son dort noktadan gegen dogru-
nun denklemi :

X y 1

34
10 - 4 20
30 19 10 1

B 1
y = x +3
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Evvelki denklem elde edilmis olur. Verilen biitlin noktalar dogru iize-
rindedir.

Ornek :

Asagida verilen bes noktadan gegen dogru denklemini en kiiciik kare-
ler metoduna uygun olarak dengeleme ile bulunuz.
X=—2—10 1 2
y=0 01 3 2

© Verilen noktalar

3 Dengelenen noktalar

3 —p o+ X

aX +b—y =y —2 +b—0 =y,
aX +b—y =y, —la+b—0=y,
23X +b—y =v 0 +b—1=y,
aX +b—y, =y, la +b—3=y,
aXs +b—y =v 22 +b—2 =y,
a‘Exi—{—bZl—Eyi:Zvi 0a+5b—6=2v,

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n n

Z v; = Minimum Ix=10 Lxy =—7

-
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Sartina gore aranilan dogrunun denklemi :

X y 1
n n n X y 1
X, vy 21
ExoEY o 2h 0] 0 +6 5 |=—35x+50y—60=0
n n n
Ix Ixy Zx 0 =7 0
35 60
y == %x—f-%

60
x—w01<;my——+—————{—12

% 1.6 igi 0
x__35_——.1cmy—
v, = — 0.2 vZ = 4 0.04
v, = + 0.5 Vi =+ 0.25
vi=+12—1= 402 v} = +0.04

v, = + 1.9 —3 — 1.1 vi= +1.21
v = +26 —2=+06 vi= +0.36

Tv,=0 [v*] = 1.90

i=1

Bir tek noktanin ortalama hatas: :

== -
m = + [lei‘/l_?_ \/0475—i07
n-1 4 -
Ortalamanin ortalama hatas: :
- m 0.7 0.7 0.3
—= = &£ 5 ==x 0.
2.2
Ornek\/r'l \/5

Asagida verilen yedi noktaya gore en iyi, en biiyiik ihtimalle gegen
dogrunun denklemini en kiigiik kareler metoduna gore bulunuz. (x, y de-
gerleri pratikte, tecrik ve belirli bir bagintis1 olmayan herhangi Olgiiler
olabilir. Bu &lciilerden gerekli ampirik denklemin hesab: istenmektedir.)
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Verilen degerlere veya oOlgiilen degerler :

x— 1.0+ 1.0 + 5.0 + 9.0 + 14.0 + 17.0 + 20.0
y +14.0 + 13.0 + 10.7 4 8.0 + 5.0 + 2.9 + 1.0

ATY
54
lo--e\e @ Verilen noktalar

\
54 '\
0]

0 . 5 2 3

0 5 10 /5 20 tx

Verilen degerler dogru denklemine konup, agagidaki gibi diizenlenirse:

y =ax 4+ b

ax +b—y =0
— a-+b—140 =
— a4+ b—13.0 =

+ S5a +b—10.7 =
+ 9% +b— 80 =
+14a +b— 50 =
+17a +b— 29 —
+20a +b— 1.0 =

S0 o0 oo oo

Bu denklemlerden (gézlem denklemleri, normal denklemler kurulursa:
65a + 7b— 54.6 =0
993 a + 65b — 263.8 = 0

Bu nbrmal denklemlerin ¢6ziimii sonunda :

a =—0.63 b = 4 13.62

Ampirik denklem ise :
Y = — 0.63x + 13.62 elde edilmig olur.
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Verilen degerler bu denkleme konursa her nokta i¢in hatalar elde
edilir : :

X y y v ' \a

— 1.0 14.0 14.25 + 0.25 0.0625

— 10 13.0 12.98 — 0.02 4
50 10.7 10.47 —0.23 529
9.0 8.0 7.95 — 0.05 25
14.0 .50 4.80 — 0.20 400
17.0 2.9 2.91 + 0.01 1
20.0 1.0 1.02 +0.02 4
0.0 + 13.62 0.1588 = [v?]
21.6 0.00

mea O e w8 oo

BILINMEYEN x, y, z... ARASINDA
BIRINCI DERECE FONKSIYON
(DOGRUSAL = LINEAR FONKSIYON)

a, b, c... katsayilari, k = degigmez olarak; birnci derece fonksiyonu :
a X + by + cz +... ki seklindedir.
Gozlem Denklemleri :

Ayr1 ayr gozlem degerlerinin bagntilarin1 gosteren cebirsel denk-
lemlerdir. ‘ ' g

Gozlemle bulunan fonksiyon degerleri, M;,, M;, M;... M ve bunlara
iligkin agirhklarm,,ws,ms....w,ise, gozlem denklemleri : Co
ax +by + ... +k =M W,
ax + by + ... k=M, W,
ax +by + ... +k =M, W,
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Bu denklemlerin sayis1 gozlem sayis1 kadar olur. 1, 2.. n gézlem ve
denklemini gosterir.

Bu gozlemlerden elde edilebilecek en biiyiik ihtimalle en iyi x, y, z..
degerleri bu yukariki denklemlere konulursa fonksiyon degerinde (M), bir
fark (v) meydana gelir. Bu denklemlere gozlem denklemleri denir. En bii-
ylik ihtimalle bu gézleralerden elde edilecek X, y, Z... degerleri X, Y, Z... ile
gosterilirse :

X = oY +¢Z + ... 4k =M, +v, W,
a. X —Lb2Y+022+...+k2=M2 + v, W,
aX+bY +cZ+ ... +k =M +v W

Gozlem denklemleri veya hata denklemleri elde edilir.

En biiyiik ihtimalle en iyi degeri (X, Y, Z...) bulabilmek icin farklarin
veya hatalarin (v) agirhikh kareleri toplami minimum olmahdir. (Gauss) :

2 2 ; .
ViWy +viw, . vV, W, = Minimum

Bu sart igin, X, Y, Z... bag: - -z, degisken olduklarindan yukariki
denklemlerin bu degigkenlere oranla her birinci tiirevlerinin sifira esit
clmasi gerekir :

dv, dv dv,

2 , _
W, Vv, dx‘ + W, V, _d_)-(A + oo+ VVn \'A ix 0
dy, dv, ) dv,
L £ W —
R A R A

~

Bilinmeyenlerin (X, Y, Z...) her biri icin bbyle bir denklem olacaktir.
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Hatalarin (v) degerlerini gdsteren bir evvelki denklemler yerlerine
konursa :

W, a, @X 4+ bY + ... 1) +
W, a, (X &+ bY + ... ) + o+ Woa, @X by + )

W, b @X +bY + ...+ 1) +
W, b, (@,X + bY + ... L) + ... W, @X + by + ... ) =0

Carpmalar yapilir, benzer terimler toplanirsa, Normal Denklemler
elde edilir :

[Waa] X + [Wab] Y + (Wac) Z + ... + (Wal) = 0
[Wab] X + [Wbb] Y -+ (Wbe) Z + ... + (Wbh) = 0
[Weca] X + [Web] Y + (Wce) Z 4+ ... +(Wel) =0

Normal Denklemlerin sayisi bilinmiyenlerin sayisi kadardir. Bu ne-
denle birlikte ¢oziimii yapilabilir.

Coziim sonunda dengelenmis olarak :
a,b,c, ... 1
ax + by +cz + ... +1 l=k —M

degerleri elde edilir.
Agirliklar ( W) birbirine esit ise :
Normal Denklemler :
(@) X + @)Y + (@) Z + ... + @) = 0
(ba) X + ()Y + (bc) Z + ... + (b)) =0
X +EDY +@Z+ ... +(h =0

seklini alir
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Normal Denklemlerin Coziimii
Normal denklemler genel sekli ile :

[aa] x + lab] y + [al] = O
[ab] x 4 [bb] y + [bl] = O

Coziimii
X y c Tanim
[ag] [ab] - [al] [as] [aa] + [ab] + [a]] = [as]
[ab] [al] [as] '
T T el | T (el |
- [bb] [bl] - [bs] [ab] + [bb] + [bl] = [bs]
[ab] [ab] [ab]
raa) ™) T 1)) gy (o
[bb. 1] | [bl.1] [ [bs.1] B [ab]
| 1 o000 [_til—] _[b_sﬂ [bb.1] = [bb] — [aa] [ab]
' " [bb1] | T T[bb.1] [ab]
[bl.ll = [bl] — [—aaj [a]]
[bs.1] = [bs] — -[‘] [as]
[aa]
[bl.1] [bl.1]
Y " ooy O Y= = Tob]
[ab] [al]
ST e YT faa) T

[ab] [bl1]  [al]
[aa] [bb.1] ~ [aa]
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Normal Denklemle Coziimii

Normal Denklemleri nCoziimii

Ornekte elde edilen normal

993a -+ 65b — 263.8 = 0

denklemler :

65a + Tb — 54.6 =0
X y c
+ 993 | + 65 — 263.8 + 794.2
— 1.0000 | — 0.065458 | -+ 265660 | —0.799799
4+ 7.0000 | — 54.6000 | + 17.4000
— 4.2547 | + 17.2678 | — 51.9867
4+ 2.7453 | — 37.3322 | — 34.5867
— 1.0000 | 4+ 13.5986 12.5985
+ 13.5986 | +0.265660
+ 13.5986 | —0.890137
— 0.6245
Kontrol :
+993 a + 65b — 263.8 =0
— 620.10 + 883.90 — 263.8 = 0
65a + 7b — 54.6 =0
54.6 = 0

— 40.59 + 95.19 —
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BIRINCi DEDECE DENKLEMLERIN
DETERMINANTLA COZUMU
ApX T ApY Az + oat = b,

A3X T+ Apy - anz + ayt = b,
A3X + Apy + apz + ayt = by

3yX + apy — a5z + ayt = b,
b, ) a3 A an b, a3
Dx — b, A A3 8y Dy— a4 b, a3
by a3 a3 a3 a3 b, as3
b, a4 ay3 Ayq a4 b, a3
ay ap, b, Ay ayy apn a3
Dz — | 2 ay b 4] pi—| a4y Ay
a3 as by a3 a3 a3 a33
ay a4 b, Ay a4 a4 a3
aj a3 a3 a4
D.— | 3 2 Ay Ay
as a3 a33 Ay
a4 Ay a3 Ay
Dx Dy Dz Dt
X= "= y=-" z=-— ="

o
N

o o
w N
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iki bilinmeyen igin :

apx + apy = b,
ayx + 2y = by

by a a b a a
Dx ='"| 1 12 Dy 11 1 I D = 11 12
b, axn Ay b, a3 ax
Dx Dy
** > Y7 D

-

X y 1
ay, a5, b, =0
4 a, b,
Ornek :
x =3 y =4 ise
2x + 4y = 22
5x -+ 3y = 27
22 4 2 22 2 4
27 3 5 27 5 3
Dx —42
x="p =3
Dy —56
y = e = —— = 4
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DOGRUNUN DENKLEMI :

Bir dogrunun denklemi icin iizerindeki iki noktaninP(x,.y,);P.(x,,y,)
verilmis olmasi analitik geometriden bilindigi gibi gerekli ve yeterlidir.

Iki nokta yerine ii¢c ve daha cok nokta verilirse, ayni zamanda bu de-
gerler gozlemle bulundugu icin tam dogru iizerine diismeyip, bir dagilma
varsa (gozlem hatalari... gibi), verilen ii¢ nokta ile beliren iicgenin alaninin
sifir olmasi halinde, her ii¢ nokta bir dogru iizerinde bulunur. Bu iicgen
alanimin sifir olma sart1 yine analitik geometriedn yazilirsa ayn1 zaman-
da bu ii¢ noktadan gecen dogru denklemi elde edilmis olur.

X y 1
n n n
iE, %i ii:l % ,=Z, : 0
i n n n
ENoEw I elde edilir.
Ornek
P,(0,0;: P,(, 0); P;(0,0) Ug noktadan gegen dogru :

x oy 1 ™~ ‘L.w

1 0 1
X +2y —1 =0 T
1
x =0 iginy =
Y=y = O— ¥ —>+ X

x =1 igin 'y =0

Xx = —1 i¢gin y =1
© Verilen
>Y\<2‘Dengelenen

noktalar
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D =o0 ise :
her iki denkleme ait dogrularin ayni egimi varidr. Bu halde :
a. Her iki dogru ist, iiste diiger :

2x +3y =25

4x +6y =10

y= (5—2 x)/3 olacak sekilde x her degeri alabilir. P (x,y) nokta-
s1 her iki dogru iizerinde de bulunur.

b. Her iki dogru birbirine paraleldir : Her iki dogru denklemini
ayni anda gercekliyen bir (x,y) say1 cifti yoktur.

DOGRUNUN DENKLEMI
DETERMINANT OLARAK
1ki belirli nokta verilmis olsun :

P (x;, ¥)
P2 (X2 ) Y2)

Birici derence denklemde yerlerine konursa
Ax +By +C =0
Ax, + By, +C=0
Ax, +By. + C =0

veya determinant olarak :

X .y 1
Xq Yi 1 =0
X, Y, 1

Ciinkii bu determinant acilacak olursa :
x @y —Y) —y & — X)) + Xy, — X,y;) = 0

elde edilen bu denklemin

Ax + By + C =
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seklinde birinci derece diger deyisle dogrunun denklemi oldugu gé-
riilir.

DOGRUNUN DENKLEMI, DETERMINANT OLARAK,
ANALITIK GEOMETRI ILE

Verilen ii¢ noktanin

P0 (XO ’ yo)
P, (x,,y)
Pz v(xz s Y2)

ayni bir dogru iizerinde bulunmasi igin analitik geometride sart;
dogrunun asagidaki denklem sekli secilerek :

Ax + By +C=20
Ax()+By‘)+C:O
Ax, + By, +C =0
AXxX +By. +C =0

Bu denklemler homogen(y,=y,=...yn=0)birinci derece denklemi ola-
rak) olduklarindan aranilan sart icin :

Xo Yo 1

X Y1 1 =0

X, Y 1

Burada P, (x,, y,) noktasi degisken nokta P (X, y) olarak alinirsa,
dogrunun determinant olarak denklemi :

X y 1
X, Yi 1 =0
X, Y2 1

elde edilmig olur.



Ampirik Denklemierin Determinantla Tayini 29

Bu determinant acilacak olursa :

X, —Y) — Yy X —X%) +%xy, —x%y =0

Su halde yukariki determinant dogrunun denklemidir.
Geometrik anlamda :

Her P (x, y) dogru iizerindeki nokta diger iki P, (x, , y,) ve P, *;, ¥
nokta ile birlikte alam sifir olan bir iicgen meydana getirir. Boylece her
an ii¢ nokta bir dogru iizerinde bulunur.

Ornek :
P,2,3);P(5,—49 noktalarindan gecen dogrunun denklemi :
y—3 — 4—3 B 7
x —2 5—2 3
7x +3y —23 =0 : :
Ornek :

Verilen iicP; (2,1);P2 (3,—2);P3 (— 4,—1)noktalari ile belirli ticgen ke-
narlarinin denklemleri :

3y— x — 1 :0
x4+ y— 7=0

Ornek
Asagida verilen yedi noktaya en yakin gegen dogruya dengeleme

yolu ile tayin ediniz.

x —1.0 +1.0 +50 9.0 +14.0 +17.0 +20.0
y 4140 +13.0  +10.7 8.0 4+50 +29 +1.0
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— a+b— 140 = 0
+ a+b— 130 = 0
+ 52 + b — 107 = 0
+ 9 + b — 80 =0
+14a + b — 50 = 0
F17a + b — 29 = 0
+20a + b — 1.0 = 0
Iy Il Ty T x2 — 993
65 7 54.6
X y 1
n n n x y
e T T R Y
S Eay Ex 993 263.8
FIM90Y (4 425\ 0+ 17147.0
— 1846.6 — 6951 )7 — 542178
1702.4 x + 2726 y — 37070.8 = 0
y = + 13.599 — 0.625 x
veya
652 + 76 — 546 = 0
993a +65b — 263.8 = 0
— 54.6 47 —3549.0
—263.8 -+65 11846.6 — 17024
a = = = =
+7 4+ 65 +6951 12726.0
+65 4993 — 4225

7 =0
65

) .

— 0.6245
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65 — 54.6 —17147.0
|993 —263.8 | (—1—5421’7.8) 37070.8
b = = = = + 13.5986
2726 2726 2726 |
yerlerine konursa :

y = + 13.599 — 0.625 x

Ornek : Parabol ‘
Dengeleme yolu ile asagida koordinat degerleri ile verilen dort nok-
tadan bir Parabol gecirmek :

P, (—1, 1)
P, 0, 0)
P, (1,1
P,(3,2

Parabol denkleminde :
Y =ax"+ bx + ¢

dort nokta icin (x, y) degerleri verilmis oldugundan a, b, c, katsayilari--
nin degisken gibi tayini gerekir. Bu tayinde :

1=1

fab ) =2 @} +bx +c—y)

degeri Minimum olmasi sart1 yerine gelmelidir. Gauss enkiiciikk kareler
metodu ile dengeleme sarti boylece yerine getirilmis olacaktir. Bu neden-
le (a, b, c¢,) fonksiyonunun degisken sayilan a, b ve ¢ ye gore tiirevleri
sifir olmahdir :

fi(@abc)=2Z(@x? +bx +c—y)x =0

f,(abc)=2ZT@x +bx; +c—y)x =0

f,(@bc)=22Z (@} +bx; +c—y) =0

1=1
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Buradan :
‘n n n n
fi@bc)=aZxf +bZx+cZx?—Zx¥y, =0
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
fb@bc=aZx +bZx+cZx—Zxy =0

n n n n
fy@abc)=aTx +bZx +cZl—Zy =0

i=1 i=1 i=1 i=1

f(abo) =ax> +bx +c—y =0

Genel denklemine uygun olarak yukariki ii¢ denklemde verilen (x, y)
koordinat degerleri dort nokta i¢in (bilinmeyenden bir fazla) toplamlari
hesap edilerek determinant geklinde yazilir ve yerlerine konursa :

x? X y 1

n 2 n n n

X x T x Ty, z1

i=1 1=1 i=1 i=1

n 3 n 2 n n =0
Z X Z X z Xy, '

i= i=1 i=1 i=

n 4 n 3 n 2 n

.E X; T x Z xty, T X

1=1 1=1 i=1 i=1
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x2 X y 1
1 3 4 4
27 11 6 3
83 27 20 11

3 4 4 11 4 4 11 3 4 1 3 4
X211 6 3 —x27 6 3 +y27 11 3 —127 11 6 =0
27 20 11 83 20 11 83 27 11 83 27 20

90x? — 42x — 440y + 224 =0

220y = 45x2 — 21x 4- 112

Parabol denklemi elde edilir. Bu parabol denklemi verilen dért nok-
taya en iyi uyan bir parabol denklemidir. Ciinkii bu @enklemin hesap
edilmesinden evvel, a, b, ¢ katsayilarinin parabolun denklemine konulmasi
ile meydana gelecek [f (a,b,c) — y| farklarinin veya hatalarinin kare-
leri toplaminin Minimum olmasi sart1 konularak denklerhler ve ¢dziim ya-
pilmigtir. !

Simdi son bulunan parabol denklemini ve verilen (iért noktay1 ¢izim
yolu ile karsilastiralim; Bunun igin kisaca : i

220y = 45xr — 21x + 112

x| —o —2 —1 0 1 2 3 4o
334 168 112 136 250 454
220 220 220 220 220 220

y| +®
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Cizimsel olarak gosterilirse;

\Dengelemeden once verilen noktalar, gozlem degerleri olarak O isa-
reti ile x, y degerlerine gore cizilmistir. Bunlar :

P] ('—1 ’1)
P, 0, 0)
P, (1, 1)

P, (3,2 noktalaridir.

Dengelemeden sonra elde edilen denklemin egrisi de gOsterilmigtir.

Pratik uygulamada, bu egrinin verilen dért nokta boliimii kullanilir.
Bu noktalar disindaki béliimii yanhs, cok hatal degerler verebilir.

+Yy

!

L+ 4

L 4+ 3

Ekstrapolasyon
sakincal!

O Verilen noktalar

* dengelenen noktalar
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Burada verilen noktalarda bulunan parabol arasmd%ki hatalar :

f(a,bec) = z (ax? + bX 4=y =V, + Vv, + V3 +V, = —0,04} + 0.25—0.16 +

0.04 = —0.20 -+ 0.29 = Minimum

v, + Vv, +v; + v, = 0 olmas:t gerekir. (Kontrol)

|
168 112 136
e = (1) - (G=0) ifq—1)+

454
220_2) =0

7220 T 220 T 220 T 220
136 136
= 720 220
p— 0 i
|
Bu kontrol yapilan hesaplarin dogrulugunu gosterir.
Ornek :
Asagida verilen ii¢c noktadan dengeleme yolu ile bir parabol gegiriniz.
P, (0,1
P2 (1 9 4)
P3 (—1 ’ 0)

y = ax*> + bx + ¢

Denkleminde a, b, ¢ degerlerinin tayini gerekir. Bunun igin evvelki
ornege ve denklemlere gore :
2 1

X X

y
2 0 5 3
0 2 4 0
2 0 4 2
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05 3 2 5 3 2.0 3 205
x2[2 4 0|l —=x|0 4 0| +y|lo 2 o0|l—=1]0 2 4| =0
0 4 2 2 4 2 2 0 2 2 0 4

4x* +8 —4y +4 =0

X2 +2x —y +4=0
y =x +2x + 1

Parabol denklemi elde edilir.

Bu parabol denkleminin grafigi cizilir ve evvelce verilen ii¢ nokta
koordinatlarina gore yerlerine konursa, hepsinin parabol iizerinde bulun-
dugu goriilir.

Bu Ornekte,

f(a b c) = Z (ax? + bx; + ¢ — y)? = Minimum

Sartindan bagka bunun sifira esit olusu da birlikte mevcuttur. Ciin-
kii, verilen ii¢ nokta kasten y = x2 + 2x 1 denklemi iizerinde verilmistir.

Verilen dort noktanin agirliklari, simdiye kadar esit oldugu kabul
edilmigtir. Bu agirhiklar esit olmayip degisik ise, 6rnek olarak :

P, (—1,1) W, =1
P,(0,0 W, =10
P,(1,1) W,=1
P,3,2 W,=1 ise
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Her verilen nokta icin yazlabilen denklemin bu agirlik sayis: ile gar-
pim1 gerekir :

f(abc)=ax* +bx +¢c—y =20
a(—1)? +b(—1) +c¢c—1=0 x W, =1
a0 +b0) tc—0=0 xW,=10
a(1® +b(l) +¢c—1=0 x W,
—aBP +b3) +c—2=0 xW,

I

—

Buradan :
x? X y 1
11 3 4 13 _0
27 11 6 3 -
83 27 20 11
3 4 13 11 4 13 11 3 13 11 3 4
x2 |11 6 3| —x|[27 6 3| +yl27 11 3| —1[27 11 6|=0
27 20 11 83 20 11 83 27 11 83 27 20

X2 [3(66—60) — 4 (121—81) + 13 (220—162) ]
18 — 160 —+ 754 = 612
+ 612 x?

x [11(66—60) — 4 (297—249) + 13 (540—498) ]
66 — 192 4-446 = 420

— 420 x
y [11(121—81) — 3(297—249) + 13 (729—913)]
440 — 144 — 2392 = — 2096
— 2096 y

1 [11(220—162) — 3 (540—498) + 4 (729—913)]
638 — 126 — 736 = 224
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2096 y = 612 x> — 420x + 224
2096 2 612 2 420 2 224 2
1048 2 306 2 210 2 112 2
524 17 153 3 105 3 56 2
77 17 513 355 28 2
11 11 17 17 77 14 2
717

524y = 153 x2 — 105x + 56

X | —oo —2 1— 0 +1 +2 +3 +oo
878 314 56 104 458 1118

y | +o +5—22 +§ﬁ +”5'22 +@ +E —i—‘s*i;‘ + o

y (kabaca) +1.6 +0.60 40.11 +0.20 +0.9 +2.13
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Verilen noktalar ve hesap sonunda bulunan parabg

dort noktanin agirhklar: esit alinarak bulunan ve c¢izim

1 c¢izilecek olursa,

i yapilan parabola

oranla, bu ikinei paraboliin agirhg:1 W, = 10 olarak alinan P, (O, O).
+Y
A i
L + 4
-+ 3 _ /
LY
-+ 2 / ©
\O -+1 o) 3'~/
. #9 /\
\> %
_x; N 1 1 ® i 1 >
o +1 +2 +3
® Verilen noktalar

\/,
e

dengelenen noktalar

noktasina daha yakin gectigi ve diger ii¢ noktadan u

Verilen degerlerde, gozlem degerlerinde agirhik ai

geometrik olarak boylece gosterilmis olur.

Bir niceligin tiirlii degerlerinden birinin digerlerin
derecesine agirhik denir ve W ile gosterilir.

Agirlik, dlciilerin dogruluk derecelerini gosteren or
karesi ile ters orantihdir.

Verilen degerlerle bu noktalara karsilik bulunan
noktalar arasindaki farklar, diger deyisle, hatalarin k

carpimlarinin toplami sifir olmasi gerekir. Bu kontrol :

zaklagtig1 goriiliir.
nlami hesapla ve
1e oranla inanilma

talama hatalarinin

parabol iizerindeki
endi agirhiklan ile
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VW vw, + V3W3 + vw, =0
314
524 )HO" 524 °)+1X E
210 420
54 T 52_4 54T 5& =0
630 630
=y + 24 = 0

Bdylece yapilan hesaplarin dogrulugu kontrol edilmis olur.

2096y = 612 x> — 420x 4 224
524y = 153x* — 105x + 56

)+

X —oo —2 -1 0 +1 +2 +3 + o
878 314 56 104 458 1118
T vt T T Tt T
yok yok
Kontrol :
ViW VoW, + vaws 4 vw, = 0

314 ) 56 ) | (104
X(E_l “+ 10x @—0 + 1x 524

210 560 420 70

— it oa—o5 tog =0
524 524 524 524
630 630

54 T 53

1) +lx(

1118
524

1118
524

2)-o
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DAIRENIN DENKLEMI
DETERMINANT OLARAK

Bir dogru iizerinde bulunmayan belirli iig nokta verilmis olsun :

P, (x;, ¥
P, (x3, ¥)
Py (x5, Y3

Bu iic noktadan gegen dairenin denklemi :

X2 + y? X y

1
+yox o L
X3 + Y3 X2 Y2 1
X§ + 3 X3 Y3 1

Ciinkii bundan evvelki ornekte oldugu gibi x*+y* nin katsayisi olan
determinant :

Sifirdan farkhdir (ii¢ nokta bir dogru iizerinde olmadigindan). Dor-
diincii dereceden determinant acilirsa; daire denklemini verir :

AX +y) +Bx+Cy + D=0

Uc noktanin geometrik yeri gercek ise ve biri (x, y) olarak alinirsa
iki satir identik olur ve determinant denklemi gerceklesir. Denklemin bir
daireyi gosterdigi ve her ¢ noktaninda bu daire iizerinde bulundugu
meydana ¢ikar.




42 Harita Dergisi
Ornek :

Verilen ii¢ nokta :

;r"".y
P (01)
//""\
/ \\
/ \
[ 75¢-19 |p/(/)0) > X
\ R=1 | .
\
\ //
\\\_//
PI ( 1 s 0)
P2 ( O ’ 1)
P3 (—1 s 0)
X+y? x oy 1
1 1 0 1
1 0o 1 1| =¥+y =1
1 —1 0 1

0
x2+y2011—x111+y101—-—1101

X2 + ¥y (1—0+1) —x (1—0—1) +y (1—0—1) —I1 (1+1)
2(x2 +y?) =2
x2 + y2 =1

‘Yaricapr R = 1 ve merkezi koordinat merkezinde bulunan bir daire
denklemi oldugu anlagilmig olur.

Uygulamada, herhangi bir daire, merkezi koordinat merkezine sii-
rilliir, yar1 ¢ap1 bir Olcege gore bire indirgenir ve yukariki basit denk-
lemlerle ¢6ziim yapihr.
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X2 4y x y 1
1 1 0 1 2 2
1 o 1 1| Ty =l
1 —1 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 1
4yl 0 1 1f—x|1 1 1| 4y|t o 1
—1 0 1 1 0 1 1 —1

x® + y? 1—0+1) —x (1—0—1) +y (1—0—1) —1 (1+1)
2(x2 +y?) =2
XZ + y2 : 1

1 1
1 0
1 —I1
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Yapilan gozlem degericri :

USLU FONKSIYON

X log x fark ' y logy | fark y? w
0.2 9.30 0.30 4.5 0.66 0.16 20 0.2
1.0 | 0.00 6.5 0.82 42 0.4
2.0 0.30 0.30 12.0 1.08 0.26 144 1.4
3.0 0.48 0.18 20.0 1.30 0.22 400 4.00

Y
20 !
5}
Y= & 7o éx
10} ’
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Yy
2%
20F
/-//ogy,—. arbx
10t ]
/' o
/’ '
0 1 A 1 Il
0,2 7,0 2,0 30
logy = a + bx
1.30 — 0.64 0.66
tga = = = +0.235 =D

3.0 —0.2 2.8
b = + 0.235 (Cizimden, kabac.)

Alogy

02 = 0.235 A log y = 0.0470

x =0 igin
logy = 0.66 — 0.047 = + 0.613

a = + 0.613 (Cizimden, kabaca)
Gozlem Denklemleri :

bx +a—1logy =0
0.2b +a —0.66 =0
1.0b +a—0.82=0
2.0b +a—1.08 =0
3.0b +a—1.30 =0
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Gozlemler esit agirlikta ise, log Y veya gozlem denklemlerinin diger
deyisle fonksiyonun agirliklar1 y* olur.

Agirhiklar nispi sayillar oldugundan hesap isiemini kisaltma baki-
mindan 1/100 degerleri alinarak :

Normal denklemler :

42.008 b 4 15.24 a — 18.9784 = 0
1524 b 4+ 6.00a — 7.172 =0
42.01b 4 1524a — 18,98 =0
15.24 b 4+ 6.00 a — 7.17 =0

Coziim sonunda :
b=+ 0.22
a=+ 0.64

elde edilir.

Bu elde edilen degerler yerlerine konursa :

logy = 0.64 + 0.22 x
1 0.64
*“oxm 8Y— o3
X = 4.545 log y — 2.909
y = 4.365 ( 10°22 )
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Ciinkii :

y =a (10™)
logy = log @ + bx
loga = a ise

1og y = a + bx
logy = 0.64 + 0.22 x
y = 4.365 ( 10°2)

Ampirik denklemi elde edilmisg olur.

Normal denklemler yerine, gozlem degerlerinden v
lemlerinden dogrudan dogruya :

a b 1

Ex Xi if: Yl IE; ! =0

n n n

T x? xy; X

i=1 i=1 i=1

b a 1
15.24 6 7.17 =0
42.01 15.24 18.98

eya gozlem denk-
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7.17 6 +109.27
18.98 15.24l —113.88 —4.61
b = = +40.233
15.24 6 +232.26 —19.80
42.01 15.24, —252.06
15.24  7.17 +-289.26
42.01 18.98, —301.21 —11.95
a = = +0.604
15.24 6 —19.80 —19.80
42.01 15.24'

logy = a + bx
logy = 0.604 + 0.233 x

Evvelce elde edilen sonug bulunmug olur.
\
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DOGRU ORNEKLERI
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PARABOL
AY
y= f’/x 0.25
3 4 Y4 7. 4641 %
2 -
/4

700

Y
x

1 ] T
o of 02 o4 0.6 a8 1.0

12

Log x
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HIPERBOL

1
y = 1.36 x 3 verilmis ise :

yx = 2.52
log y =0.133 — 0.33 log x
1.36
y = x033..
xy? = 2.52
2.52
X = —
¥
Y
A
204
15 4
4ol \
_ ) \\
~—— . of——
-10 =5 -25 |0 25 & 0 T

A\ L.

y=736x"F
yix = 2.52
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Loy

5.

93 J

g2 .

\ Logy = 0,733~ 0.33 Logx
1.36

o.1
7 Xy3- 252 —
Y Y X 0,33

0 4 g M T T > L".?X
a1 a? Y 0,6 0.8 [0

HIPERBOLLER :
Koordinat eksenleri iizerinde Olcek degistikce :
x.y = 25
x.y = 2 500
x.y = 250 000
degerleri icin aym egri kullamhr.

Yy

kY
L

3

-xyl_zi// 51 N\ xy=25
ol "7 %
75 lo -5 o 5 70 7
T e T
=~ 5 ,Xy=25




