Elipsoid irtisamlarinda konform olus sart

Formiiliiniin kurulusu
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Sami Aykag

Irtisam Original iizerindeki biitiin noktalarin irtisam sathi veya miistevisi

lizerine nakli demektir.

Original tizerinde koordineleri maltm olan. bir (A) noktasmimn  irtisam

miistevisindeki miirtesemi (A’) olsun. A’ noktasinm

(x . Y) koordinelerini

hesaplamak i¢in l4zim olan formiilleri istihrag edilirse, hesabi olarak Originale

ait biitiin noktalar irtisam miistevisine nakledilmis. olur.

(A) noktasimin (@, 1) koordineleri maltrmken . (A‘ ): noktasinin (x, y)

koordinelerini arayalim.

Meselenin riyazi olarak halli miimkiin ise.formiiller :

X == fl (9" l) s

y = f? (¢a 1 )
seklinde olacaktir., ‘ o
Original sathi olarak arz elipsoidini ve irtisam mi
hangi bir gekilde mumas bir miisteviyi kabul edelim. -

2 . . [N

stevisi olarak arza her

Elipsoidin bir miistevi iizerine hatasiz olarak irtisami miimkiin degildir

ve boyle bir irtisamda meydana gelen hatalar iki gesitt
1 — Satih degisiklikleri
2 — Aq degisiklikleri |

r.

bu hatalarin her hangi birinden fedakirlik etmemiz ldzimdir.

Biz ag1 degisikliklerinin' olmamasini témine ¢alijalim. Yani: irtisam miis-
tevisi iizerinde olgiilen her hangi bir ag1 arz elipsoidi iizerinde &lgiilen aginin

ayn1 olsun. Boyle irtisamlara ( Konform ) irtisam usuller

1 denilir.
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Konform irtisam usulii ile yapilmig haritalarda ag1 degisiklikleri yoktur
yani haritada gosterilen istikametler tabiata uyar.

Bu yaiﬁmzda ittisammn konform olabilmesi i¢in ne gibi sartlarn tahak-
kuk etmesi l4zim geldigini tesbit edecegiz. '

Yandaki sekildle PT ve QT bir-
birine yakin Tal daireleri (@), ve
(9 + d @) Arz daireleri.

P ve P’ tabiatte aliman iki nokta olsun.
P Q = Arz dairesi iizerinde bir kavis,
P Q = Tl dairesi iizerinde bir kavis.

d 6 = PP’ arz elipsoidi iizerinde P ve P’ noktalarim birlestiren hat

olsun noktalar bir birine ¢ok yakin olduklarindan :
5= 5+ o
Tal ve Arz dairesi tizerinde alinan kiigiik kavislerin Elipsoid formiilleri :
PQ = Ncos p A1 o |
PQ= Mdyo dur. » «
Bu formiillerde N ve M Arzin fonksiyonlani olup her arz igin hesaplan-
malar1 miimkiindiir.
P Q ve P Q degeljlerini do formiiliinde gdsterelim.
d 6’:= N2 cos? @ dTg—I— M? d 9*

Arz Elipsoidi iizerinde almnan d ¢ hattinin. miirtesemi d s olsup. .

ds? = d..x2 + d yél dur.
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Biiyiiltme faktoriinii (m) ile gosterelim.

tHintn - kwralugu 51

, ds
m = g biiyiiltme faktdriiniin ‘tarif formiiliidiir.
buradan :
2 ds* dx’+dy?
" do® = Nlcos?p d18+ MPd ¢?
2 1 3.2
md = d x —t— d };
N2 2 -—-—M d ¢ + d 1s~
cos™ N2 cos? gp
M - d d 1
N cos @ ® = dg olsun.
; dx* + dy*
m* = olur.

N2 cos? ¢' (d Q4+ d 12)

Yukanidaki formiilde gosterilen (q) ya Izo‘m_etiik
rine d ¢ yu kullanmakla liizumlu formiillerin istihr
mevcuttur. Bunun igin (@) maltm iken (q) yu hesa]

@ malim iken (q) nun halli :

a (1—e?)
(1—e? sin? @) 3/2

a
(1 —e2sin? @) 1/2

M ve N yalniz (¢ ) nun fonksiyonu olduklarindan :

q = f(p) dar.

a(1—e*)
(1 —e?sin?@) 3/2 (1

arz denilir. d@ ye-
acinda bir gok kolayhk
plamak l4zimdar.

—el)do

I

dq = a cos @ dg (1 — e

(1 —e?sin @%) 1/2

2sin2 @ ) cos @
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da = [l—eg(sin’¢+éos2¢)] _ (1—‘--e’sin2 gD)qu'
4= (1 —e*sin? @) .cos @ - (1—_e2sin’q})cosq}
' ecosfp d @
(1 —e*sin? @) cos @
do egdq)cosgv
dq = cos @ - (&—-—e’sin’{p)
o do 9 e?d @ cos.@
q=fo cos @ ,_./.0 (1 —e?sin? @)

bu iki integrali teker teker halledilir.

p do (7 d g fqv- dg

Jocosp ~ Josin2@s + g2) ~ J g 2sin(45+9/2) cos (4549/2)

— /97 -d@ " : . _, » 2
—. 0 2tg(4‘5+¢/2). COS,(4-5+¢/2) = l1log tg( +¢/)

46 o :
fq,p —7_ _ log tg (45° + @/2)

0 COS (p
fQ) e2cos @d @
0 1 — e? sin? @
X = sin @

dx = cos ¢, do.

fx e? dx
0 1 —e?xd
e dx Adx B dx
1 —e?x® (1 4ex) + (1 —ex)”

e?= A (1—ex)+ B(1—ex)
e?= A — Aex + B+ Bex
& =Af B 4Xe (B — A)

her iki tarafin mukayesesinden. : Tl s —
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A+ B = ¢
A—B =0
A =B =¢/2 olur.
;ele‘,ldx /2 eeéx 1/2 e dx
1 —etx!  14ex’ 1 —ex
fx e?dx ]x 1/2 e?dx x 1/2 e?dx
o 1—elx? - o 1+ ex Jo 1 —ex
X e?dx - ;
s 2 = — /2 log (1 —ex) + e/2 log (1 4+ ex)
0 1 —e*x .
) 1+ ex - 14 ex e/2
= /2 log —/— ———— =1 P EETE—
er= 108 1 —ex Og((l—ex))
edeos @ do 1+ e sin (p)e/Z"

= log (

log tg (45° + @/2) — log(

(1 — e?sin? @) 1—esin@

I,

1 —esing

) e/2

log tg (45° -}@/2). (

1 —esing@

9 1+ esing

1+esian

)

bu formiile gore verilen her (@) igin (q) degeri hesaplanabilir. @ yerine q

verilmis olarak kabul edelim.

A (q, 1) Arz tizerinde koordineleri maltim nokta
noktasinin konform miurtesemi olsun.

x = f,(q,1) ve y = f3 (q.1) oldugundan umumi tii

d x 1 d x 1
dx = d q q + a1 - d
—— d 4y d1
bu miisavatlann (d s?) formiiliinde yerine ‘yazalum. -
e _ (22) 40 (_é_x_ Pg A
ds® = dq q* + q1 % 42 d q

ve

A’ (x, y) noktas1 (A)

rev kaidelerine gére

d x
d1

dq dl
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dy\? dy\? dy dy
e 2 —_— 2 —_—
# () e () eree 30 3

.dqdl

9 d x \? dy \? o T dx \? dy)2 4
ds" = aq) T\ dyg ¢+ a1 ) T\
d x d x dy dy

+2[dq d1 d q dl]dq'dl"
d x \? dy\?
= (dq)+(dq)
d x d x dy dy L . . .
F = dq 41 4 q 11 ile gosterelim.
d x \? dy\?
o= (3)+ ()
ds? = E dq®+ 2Fdqdl + Gdls olur.

Buradaki E, F, G ye Gaussun birinci dereceden esas kiymetleri denilir.

. ds? Edq®+4 2F dq. d1 4+ G. dIs
m d o? N2 cos’p (dg?+d1?)
Sekilden :

QP Mdeo
€ (90 — @) = 50" = Neos 9 41
N cos p dl -
g a = ——_—M ig olur.
4 M i

97 N cos @ 4 o
N cos @ 1 |

M. dg dq olur.

bu deger tg @ formiiliinde yerine konursa.

olur.
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d1 = d q tg @.  bu deger (m?) formiiliinde yerine konursa :

Edg?+4+ 2Fdq tga-+ Gdqg® tg?a

s =
o Nicos? @ (d g+ d g’ )
o E+4+ 2Ftga + G. Iga
Nicostop (1 + lgla)
2 t -
1 4+ tg8a = cos? oldugundan.
E cosa 4+ 2 F sin @ cos ¢« + G sin? «
m’ = o 9
N* cos* @
bulunur.

Konform irtisamin tarifi mucibince gekillerin miigabih olmasi1 yani bii-
yiltme faktoriiniin her istikamette ayni olmasi ldzzmdir. Bunun temini igin
(m) biiyiiltme faktorii formiiliiniin semtte tabi olmamasi ldzimdur.

. E cosa + 2 F sin @ cos ¢ + G sine
me= v N% cos? ¢ X

formiiliniin semte tabi olmamas: i¢in yegédne care.

F =0 E=0G Seklidir.
E cos*e + G sin?e E .
2 - — . 2 3
m Mool g Moo (sin? @ |+ cos® )
3 E G R - »
P P B semte tabi degildir. Su halde kon-

form bir irtisam elde edebilmek igin :

x =f; (q, 1)
y = f3 (q,1)
fonksiyonlar: o sekilde intihap edilmelidirki F = 0, E = G olsun. Yani

d x d x dy dy .
F= dq‘d1+dq'd1“0
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‘dx)" dy \y* _(dx)"(dy)’
dq + ‘d:q) =E=C6=\41 )T 01

d x d x dy dy (1)‘
dg ~ dl +dq"dvl -

() () - (e ()

F =0 ve E=G sarundan meydana gelen bu iki tefazulu muadele-

sini tetkik edelim.

(1) No. lu muadeleden :

T = — . elde edilir.

dy .
dq
bu musavat1 (2) No. lu muadeleye tatbik egelim.

(e (- () () (20)

j-¥%
Il
[}

V(dq) "(dq) (dy)“[(dq)(dq)]

—_— 7

yukaridaki miisavatin tahakkuk edebilniesi‘ igin :
d x \* dy\?
ya dq +\ 7. <) =°
» d x \? dy \?
veya. 41 = d q

olmas1 ldzimdar.

Ikinci muadelenin halli daha kolajr oldugundan bu yoldan yiiriiyelim.
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) - ()

d x dy

=+
d1 — dgq
Gift isaretlerden (- ) olami1 kabul edelim.
d x dy

d1 +dq

bu miisavatim1 (1) No. lu muadeleye tatbik edelim.

dx - dy o dy dy
dq “dq = dgq " dl
buradan.
d x dy
dq dl
d x dy
d1 = dgq
Tefazulu muadele sistemini
d x dy ' : :
dq  dl
d x d
i1 + -—d%— muadelesinde (—) isareti
d x dy , 2
= — |3
dl dq :
S
_ d x dy _ dy d yp
d d q d q d 1’
d x dy bul
aq — T ar . byl
d x dy
Ve. a1 - 4 q
tefazulu muadele sistem
d x dy

buluruz.

kabul edelim.

1 bulunur.
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Irtisanin konform olabilmesi igin

X = fl (q, 1)

y = f3 (g, 1)
fonksiyorilarinin yukarndaki iki ¢ift tefazulu muadele sistemini tahkik etmesi
ldzim ve Kkéfidir

Adi gegen bu iki gift tevazulu muadele sistemine ( Cauchi Riemann ) te-
fazulu muadeleleri denilir.

Su halde.

irtisamin konform olabilmesi icin irtisam fonksiyonlarinin Cauehi-
Riemann tefazulu muadelelerini tahkik etmesi lazim ve kafidir.

W = f{ (q,1) .
7 =f(0) olsun.
W =gq+il |
. olarak kabul edelim ve Cauchi- Risman
7 = + 1y .

muadelelerini tahkik edip etmedigini tetkik edelim. 1
Umumi olarak.
7 =f(w)
w =1f(q,1) ise

dz  dz dw
dq dw d q
olur

dz  dz . dw
dl1 dw d1
w = q-+ il
dw _ AW ldusand
d q 11 oldugundan
dz  dz=z
d q dw
d z od oz

=1 olur

dl dw
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Su halde.
dz d z .
a1 d q elde edilir
bu musavatt Z = x 4 iy formiiliine tatbik edelim
dz _ d x + i dy
d1 d 1 dl
dz d x + i dy
d q d dq
; d z — dx  dy
d q dg dq
dz =dx + i dy +idz =idx dy
d1 d1 d1 dq d q. d q
buradan
d x | dy d x dy
41 a1 d q dq bulunur
bu musavatin reel ve imaginer kisimlarmm ayiralim.
d x- dy
a1~ dgq
d x dy
dq d1
bu formiiller Cauchi — Rieman Deffrential muadeleleridir.
W =gq—il |
Z = x+iy olsun.
d z dz dw dz dz dw d
dq dw ~dgq = d1  dw " dl .
w=q—il
dw dw .
d q = 4 1 ve i1 - i
buradan.
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dz d z
d q T odw
dz d z
a1l dw
.dz odz
dq = i a1 bulunur.
Z=X+41iy
d z d x d
dq dq dgq
) dz o dz dy
i =i —
d1 d1 d1
Soltaraflar1 birbirine miisavi olduklarindan.
d
d x + i a _ dx  dy
dq dy d 1 d 1
reel ve imaginer kisimlar ayrilirsa
dx _  dy
dgq d 1 Cauehi — Riemann tefazulu
muadelelerinin ikinci kismi elde
d d x i
y + edilir. o
dgq d1 L e
Su halde k

irtisamin konform olabilmesi igin irtisam funktionlarinin

x+iy= F(q+il) _

seklinde olmas1 ldzim ve Kkafidir.



