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1. GIrig

Temel Geodezik parametrelerden olan bdlgesel (zonal) harmonik4katsay1 -
larinin belirlenebilmesi, ilk olarak yercekimi potansiyelinin gdsterilmesi
ile olanaklidir. Bu da, homogen kiire potansiyelini veren egitligin kiiresel
hormonik serilerine agimasiyla olur. Ancak gravite 8lgii degerleri yeryiiziin-
de yeteri siklikta olmadipi igin, bu belirleme yapay uydu gézlemlerinden ya-

pilmaktadir.

Birgok uydu gdzlemlerinden elde edilen ydriinge parametreleri degigim o-
ranlari en kiiciik kareler ydntemine gdre dengelendikten sonra jn terimlerinden
olugan denklem sistemleri olugturulur. Gdzlemler ig¢in segilen uydunun ydriinge
elemanlari verileri Smithsonian Astrophysical Observatory gibi enstitiilerce

yayinlanir.

Uluslararasi Jeodezi ve Jeofizik Birliginin 1979 da Canberra' da yaptifi
genel kurul toplantisinda, b8lgesel harmonik katsayilarinin son degerleri,

dzel galigma grubunun hesaplamalariyla :

3,= (108263 £0.5) 1078
-8
J4= (=254 %1 ) 10
-3
3,7 (F162 £1) 10
_ -8
J5= (-23 +1) 10
-8

Je= (55.+1) 10

olarak kabul edilmigtir, /5/

42



Bu yazida yukaridaki katsayilarin belirlenmesine esas olan bafintilar

derlenerek sunulmugtur.

2. YERGEKIMI POTANSIYEL

Bir uzay kitlesinin potansiyeli k, Newton gekim sabitesi, r, kiitleler

aras1 uzaklik, p, yogunluk, dv, hacim elemani olmak {izere

p
V=k J// — dv (1)
v r

ile verilir. Atmosfer ve merkezka¢ kuvveti etkilerinin olmadigi varsayilarak,

Yeryiiziiniin potansiyeli ise,

kM
(2)

V=
r

homogen bir kiire potansiyeli gibi diiglintilebilir., Burada M, biitiinii kiire merke-
zinde toplanmig diigiiniilen kitledir.A V=0 Laplace egitligindeki V fonksiyonu

da " Harmonik " bir fonksiyon olur.

1, 8, A kutupsal koordinatlari ile yazilan

fn(x,y,z) =1" £, (sin6 cosX , sin® sinA , cos )

=1"Y_  (8,1)
n

ifadesinde , Y, (6,1) , n. dereceden Laplace kiire yiizeyi fonksiyonudur.

Ve Laplace denkleminin gbziimiinden,

n .
m m . :
Yn(e SAFE mzo E(anm P, (cos ®) cos m>\+bnm P, (cos 6 ) sinm) ):I (4)
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elde edilir, /4/ . Formillde gegen pz (cos® ) ya "Legendre Kiiresel Fonksi -
yonlari" denir, a., ve b harmonik katsayilardir. m * 0 igin Legendre
kiiresel fonksiyonlari, kiire kugagi harmonik fonksiyonlarina(zonal harmonik
fonksiyonlar) ddnligiir, u =cosfolmak Uzere P (u) ya Legendre polinomlari da
denir ve

1 a" 2

(v ~D" (5)

P (W=P_  (uW=-
o ne 2" ql du

n

Rodrigues bafintisi ile belirlenir,

Yeryilzlinlin yogunluk farkliliklar:i kesin olarak bilinmediginden (1) potan—
slyel ifadesinin seri aginimina gereksinme duyulur, Sonugta

kM ® n a.n
Vs =—— |1 + [ z ( i?) (Cnm €os xﬂ*snmsin mi)P m(cose)
¥ a=1 m=o0 : ’ n

(6)
elde edilir, Formilde gegen a, Yerylizli elipsoidinin yar1i ekseni, Com V€ B
kiltle integrallerini iceren harmonik katsayilardir, Genel olarak uydu Geodezide
bu katsayilar, '

geklindedir, /3/ . Bu katsayilarin A g ivme sapmalarina gre belirlemmesi igin
yeterll siklikta 8lglimlerin temamlanmig elmasi gerekir ki, henliz tamamlanma -
migtir. Bu nedenle Dlnya gevresinde ydriingeye sokulmug yapay uydulara yapilan
gbzlemlerden yararlanarak, katsayilar saptanmsktadir, Yalniz Diinya basikliginin
uydu Uzerindeki etkisinl dikkate almsk gerekir, Bu etki, yBrilinge diizleminin
Dlnya ekseni etrafinda yavag bir hareketde bulunmasi ile kendini gisterir. O
zaman genel cekim potansiyeli (6) formild ile depil
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kM ot a\n = n a \n
1- ¢ ( =) I Pn(cos 8)- r I (-?-) (J_cosmA ...
n=2 m=1 nm

L2 ]

ees * Knm sin m ). an (cos® %' @)

ile verilir, /1/. Burada J. ler bdlgesel harmonikleri Jn VeK — ler gize
(tesseral) harmonikleri gdstermektedir. G8ze harmonikler cabuk igaret degig -
tiren salinim bozukluklarina sebep olur, halbuki b8lgesel harmonikler kiimiila-
tiftir, /2/, yani gekim potansiyeline bBlgesel harmoniklerin etkisi gheze har~
moniklerden daha fazladir, Bu ylzden Jom Ve Knm terimleri igleme sokulma -
yarsk bozucu potansiyel

® a
=X M (=8 5 P (cos 8) (&)
ae n-2 r n n

ile gHsterilir, R, ghrildiupll gibi r ve o ya bafli bir fonkeiyondur, Formiilde
gegen a_ yerylzlniin ekvatoral yarigapidir., 0 halde yerylielnln cekim potan~
siyeli (7) ve (8) den kisaca

k M

Vs —— + R 9

ile glsterilir,

3., YORUNGE ELEMANLARININ DEGIgimMi

Uzaya firlatilan bir uydunun

AwDUjUm noktasinin rektasansiyonu
vallydunun gergek anomalisi
w=Perige noktasinin arglmenti
i=Egim

enY8riingenin bllyllk yari ekseni
esY#ringenin dig merkezliji
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olmak iizere 6 parametresi vardir. (Sekil-1)

Fu

- Digbm noktas)

Sekil :1 - Uydunun ydriinge parametreleri.

Yeryiiziiniin kitle dagilimindaki diizensizlikler, ay ve giineg gekimleri ,
radyasyon basinci ve atmosfer direnci gibi etkilerle uydu ydriingesi, yeri
sabit bir elips olmayip, bu kuvvetler nedeniyle hareket eden bir ydriingedir.
S, yarigap dogrultusundaki , T ise S ve W ye dik dogrultudaki toplam bozucu
kuvvetlerin dik bilegenleri olmak iizere, ydriinge elemanlarindaki degigim,

Lagrange bagintilari denen

2
da 2 a \ /. (e S sin vt P T)
dt b r
a

lv

P

(10)

a
kM
A [é sin v + (2B cos vter/p )T
k M
a
kM

W cos (w+v)
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d

do _ r / a - sin ( @ +v)
dt k M sin 1
/ ka -1 S cos vF——P T ginv - —-_W sin (w+v)cot i

a M e ep p

bagintilari ile verilir, /2/. Burada p, Vv =90° ig¢in yarigap vektdriiniin

=%
€
|

|

[=%
ct

uzunlugudur ve

2
b =a (1~ e2) (11)

pP=
a

ye egittir. (Sekil:2)

S~

/t
A
\
Sekil :2
Sekil:2- A =Apoge
p =Perige

F =Yeryﬁzﬁ kitle merkezi

S =Uydunun herhangi bir andaki konumu
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S, yarigcap vektdrii boyunca bozucu kuvvetin bilegeni olduguna gére

3 R
3 r

S=

(12)
yazabiliriz. Meridyen ve birinci diisey boyunca bozucu kuvvetlerin bilegkeleri

1 3R
- — — ve —_—
rsin 8 93 A

dir. Bunlara gére T ve W bilegenleri

T:_i _3_5_ Cosa+ 1 a—R Sin o
r 3 6 rsin® 3 A
N 1
=_i. _B_R Sina—r Sin IR cos o (13)
r 9d6 3 A

Sekil :

3 Bozucu kuvvetlerin bilegkeleri
A =Diglim noktasi
C =Uydu
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ABC kiiresel dik iiggeninden,

cosa= -£08 ®+v) sin i Cina= cos i
sin 8 > ot sin © (14)
oldugu goriiliir, sonug olarak
_ cos (W+v)sin i 3 R, cos i 3 R
R (15)
39 rsin“® 3 A
cos i 3 R cos (w+v) sin 1 3 R
W=- - -
T sing 9 6 (16)

r sin? 6 3

elde edilir.

Cekim potansiyelinin bdlgesel terimleri sekiiler ve uzun peryodlu sapmalara
neden olur, halbuki géze harmonikler boylama bagli olmasi nedeniyle yalnizca
kisa peryodlu sapmalarin artimini verir. Ydriinge elemanlarinin degigimleri

ve bolgesel harmonik katsayilari arasindaki iligkiyi elde etmek igin, daha
once de belirtildipi gibi, bozucu potansiyelin kiiresel harmoniklere a¢iniminda

bblgesel olmayan terimler iglemden gikarilir ve R, (8) ile verilir,yani,

9R/3A=0 dir.

(8 in r ve 6 ya gbre diferansiyeli alimip, S,T,W bilegenleri (12) ,
(15) ve (16) dan hesaplanarak (10) sistemine eklenirse ybriinge elemanlarinin
da/dt, de/dt ..... degisim oranlari, Jps J3, J4..... katsayilari cinsinden

gdsterilebilir,

4, "Jn BOLGESEL HARMONIK KATSAYILARININ BELIRLEMMESL

Yoriinge elemanlarinin degigim oranlari direkt olarak gdzlenemez ancak
uydunun birka¢ doniigiinden sonra g&zlenebilir. Bir ddnilisten sonra p peryodu

ile
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>
1Y
i
o o,
(=9
t
.
>
o
i

olur. t_, keyfi bir andir. Bu integrallerin ¢8ziimi igin da/dt , de/dt ...
degisim oranlarini bagimsiz bir degigkenle ifade etmek gerekir. Bu bapimsiz

degigken igin, t zamani veya v gercek anomali segilebilir.

Ikinci olasilik gbz Sniine alinarak, (Sekil-3) deki ABC kiiresel dik iig¢ -

geninden 6, kutupsal uzakligi, v nin bir fonksiyonu olarak,

cos 8=sin (w+v ) sin i (18)

geklinde gbsterilebilir. Ayrica r yarigap vektdrii v cinsinden,

p

r:h
l+e cos v

ye egittir ki, buradaki p, (11) den

P= a (1- e2 )

dir, . Kepler'in ikinci kanunundan v ve t zamani arasindaki iligki ise,

2
r

Ak Ma (1-e2)

-_dt _
dv

i
ile verilir. Integralin sinirlari degigken doniigtiirmesi ile t yerine v

alinarak, Srnegin ;

t+p 21
° da
A a= [ ac dt= S (da/dv ) dv (21)
t
t=to vy
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yazilabilir, Burada da/dv orani ise,

da dt
[qy= 23 gt
da/dv dt dv

seklinde gdsterilerek,

2
r da

(22)
/i M oa (1-e2) de

da/dv =

elde edilir. Diger ySriinge elemanlari i¢in benzer yoldan uzun fakat zor ol -

mayan iglemlerden sonra

Aa=0
2
Ae = - L-e tan i. Ai
e
a , a
. e 3 5 L2 .. 45 qh 7 2,
Ai= 3 Tme (p—) (1 - 7 sin” 1) cos i cost3+ 6" e( b ) (1 g sin i) .
.sin 21 sin 2w.e J4 ....... .
a a

AQ=-3q( _Fe_)z cos 1 J2+31r( _pe_)3(1 - %5- sinzi ) cot i sin%e J

3

a
+12—57T ('Fe—)4 (1- -Z— sin2 i) cos 1 J4...
a a
_ e 2 . 5 .2 fe 3, 05 2. ..
Aw = 67 (p—) (1—4s1n1) J2+ 31r(p )T (1 5 sin i) sin i ...

a
. . . 4, .2,
.. sin w.e J3 - 157 ( pe )4 [(1 —% 51n2 1.+i—2 Sln41 )+(%-1L6 sin~ 1i).

(23)

.. sinzi cos 2 w:] J4
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denklemleri elde edilir, /2/. Q ve w bir peryod araliginda gok yavas degigen
sekiiler sapmalara neden olur. i < 900iginQ zamanla azalir., w daki degisme yo-
riinge diizlemi icersinde y®8riinge elipsinin dénmesi ile egdeperlidir. Bu ddnme
i, e ve p de uzun peryodlu sapmalar yapar, glinkii bunlar w yi igerirler
(cos w, sin w veva sin 2 w). Tipik bir wperyodu 2 aydir. Cift katsayllarv, Q

ve w daki sapmalardan, tek katsayilar, i ve e sapmalarindan elde edilir.

(23) denklemlerinden ilki ydriingenin biiviik ekseninin sekiiler veva uzun
peryodlu olarak depigmeyecegini gdsterir, Harmonik katsayilari i, ydriinge
egimine, e dig merkezligine ve a bilyiik yari eksenine baglidir. Yani bu denk-
lemler Iy J3, J&"" e gdre lineerdir. Lineer olmayan J; ’J2J3 s J2J4°' vs.
terimlerini de hesaba katmak gerekir. (23) denklemleri bazi lineer olmayan
terimlerle, Jz, J3, J4 .... vs katsayilarini belirtmek ic¢in kullanllabilir;
Sekiiler ve uzun peryodlu degisimler AQ, Aw, A€, Al yeter goklukta uydu goz-

lemlerinden bilinir, yani, JZ’ J3, Jy ee e gore gﬁzﬁiebilen

2 _
32J24~a3J34-34J4+......ﬁ-a22J24-a23J2J3+.... = A
(24)
2
b2J24-b3J3+b4JA +......:Pb22J2+-b2332J3+.;.. = B

geklinde sayisi sonsuz olabilen denklemler elde edilir. Pelli bir 0 sayisin-
dan biiyilk n ig¢in Jn ler ihmal edilebilir. a, e, i parametreleri ayni olmayan

uydulari kullanmak, denklemleri elde etmek bakimindan Smemlidir.

JZ ve J, .. cift harmonikleri AQ diiglim noktasi gerilemesinden ve A w
perige ddnmesinden ifade edilebilir. (23) iin analizinden, bu goriiniir. Cift
harmonikler Qve w nin sekiiler bozuculuguna sebep olur ki kiigiik bir biiyiiklik

olan e dig merkezligi ile carpilan J3 s J5 .. tek katsayilarinin uzun peryodlu
etkisinden daha biyiiktiir.



Diger taraftan Ae ve Ai de Jgs Jg ... tek katsayilarinin etkisi
¢ift katsayilarininkinden daha fazladir. Bu yiizden tek katsayilar Ae ve Ai
den veya r .= FP perige uzakliginin defigiminden tanimlanir.(Sekil:2) Giinkii

r, v= 0 igin yarigap vektdrdiir. (11) ve (19) dan

P
= T 7 o —a (1-¢e) (25)
elde edilir ve A a = 0 oldugu icin A r == aAlAe dir. Boylece perige uzak-

1181 dig merkezligin degigimi ile orantili olur ve A e nin yerine kullani -

labilir.

A Q , yeryliziiniin basiklik fonksiyonudur ve Jn terimleri ile ifade edi-
lebilir. f basiklifi igin ortalama deger ; q, ekvatorda merkezkag kuvveti

ve gekim ivmelerinin bilegkesi olmak iizere

=3 (1-f)+ 2 J 4—%}— J

2 2 2 (26)

4

ile verilir.
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