BILINMIYENL! KOSULLU ULCUEER DENGELEMES ININ

_ENDIREKT ULCOLER DENGELEMESINE

1. GIRIS

Dengeleme hesablnda "B111nm1yen11 Kogullu Olgiiler dengelemesi' tiiri- bl-

lindigi g1b1 gereglnden fazla sayidaki &lgiile

da x,y,z,. g1b1 bazi parametreler1n (bilinmiyenlerin) birlikte hesaplanmas1-‘

n1 ongSrur.

Dengeleyici fonkslyonlarda oldugu- gxbl <]
koordinatlarin dengelenmes1n1n yani sira fonk

‘lanmasi gerekmektedir. Bu tiir problemler daha

‘Hélmert ddniigiimi v.b, gibi koordlnatlarln 8lcii olarak girdigi ve model geree n;¥\

gi bazi bilinmiyenlerin. de biplikte heséplénmaSL gereken durumlarda kar§11§f“ﬁ”ﬁ

gilair.

Bu problemlerin klasik gazﬁmleriﬁde sist

mal.éenklemler.kurularak bu denklemlerin ¢bziimii ile bilinmiyenler ve (k)‘kow

relatlari, bu korelatlardan yatarlanarék da d
izlenir. ' <
Asagida bu yolun diginda bu dengeleme

endirekt 619ﬁ1ef dengelemesi” gekline doniigtii

DUNUSOMD

" Muzaffer SERBETC!

rin arasinda yazilan kogullar-

1gii hatalari ile yikld verllen
51yon parametrelerinin de hesap- o

¢cok Dengeleyici fonks1yon1ar,

emin tiimiine ait (9) nolu nor~
iizeltmelerin hesaplanmasi yolu

problemlerinin "Korelasyonlu
riilerek daha kolay bir yoldan

ayn1 sonuglar1n bulunabilecegi gosterilmigtir,

2. BILINMIYENLI KOSULLU BLCOLER DENGELEMEST.
i = 61gﬁler (i= 1 2245 .0.0)

51gu1ere getlrxlecek diizeltmeler ,
pi:=.5lgﬁler1n-agxrllklarl

i,y,z,;. = u adet bilinmiyen
ise, Blgﬁlerin dengelendikten sonra bilinmiye
Fj“(Ll + v, Ly Fvpseeei L Ry, X,

kogullarinin saglanmasi gerekiyorsa (j =1,2

nlerle aralarinda

Vs Zyeees) = 0 , (i)'

s+.r) bu durumda "Bilinmiyenli




kosullu Slgiiler dengélemesi" 86z konusudur, /3/ /5/. Bu tiir dengelemede bilin-
: digi glb1 her kogul denkleminde hem dlguler hem: de- blllnmlyenler gegmektedlr.
: Dengeleme yapilabilmesi 1g1n
j n>r>u
olmalidir. Kogul denklemlerinin Taylor'a gore dogrusallagtirilmasi amaci ile
x=x +dx . o
(2)
y=y ,
z=1z +.dz

o? Yoo Zg yakla§1k degerleri herhang1b1r ydntemie hesaplanlrsa (1) denkiem—
1er1 .
a,vy + av, + agva + ...t a v, +'Aldx +;Bldy + Cldz + ...+ W, = 0 |
blv1 +b +‘...;.+ bnvn,+ Azdx +’Bzdy + Czdz tooetw, = Ov (3)

c‘.oatobooouo..lCc-..-nloo.-n-.0.A'lo-.0.00‘-0‘o0-'0lv.lto'co‘o.o.o-.o.‘.l\

2%2 * b3vy

v, t r2v2 trgvy oLt rvn tA dx +B dy +C dz + . F w, = 0

burada ba - aF1 b, = dFZ o aFr
: i oL~ * i aL. R | oL
1 : 1
../ aF. [ oF, ’ JF,
A, = —1 B. = —3 S C., = 3
3 ax 3 dy \ h] 3z - /.
-lo o] o \
-ve i v :
wj = Fj (Ll', L, ,.....,Ln, X902, seses)

dir. (3) denklemleri matris gosterimi ile
Av+BXx+w=0 : e . )

yazilabilir. Burada

a; a2... an ) . A1 B1 Cl..; o N wl -
: B =1 oo DW=
A‘r,n= b1 b'2"’ bn : r,u A2 BZ ) wr,l‘ Y2
T} Tyee.r, ’ Ar ‘Br . Cr... : L
"1 [ ax . P,
"2 | dy ' | ;
Vn,l T . Xu,l = d? Pn,n = 2.
. . -p
v n
n



. ;eklzndedlr. Matris ve vekt&rler1n altlarinda yalean harfler satir ve. aﬁtun":
sayisini gastermektedir.‘

A

Dengelenenxn ‘ana 11ke31 [pvv] = Minimum veya matris gosterimi ile
F = vIPv = minimum . ’(5_‘)'

dan yararianarak Normal denklemlerm kurulmasina geg111r. Bunun 1gm (4)
denklemi -2k ile soldan garpilarak (5) fonks1yomma ilave edllll’. Burada

Kk, korelat=l..agrange carpani vektdri olup :

kT - [ Ky e kr»]}!

dir.
,F=vTPv-2kT(Av+Bx+W) = minimum (6)

Bui denklemde son terimin degeri sifir oldugundan F fohks’iyonunun degeri de-

gxgmemlgtir. Bu fonkslyonun minunun olmasi 1gm V' ve X degigkenlerine gére

dlferans:.yelleri alinarak i

SN dF = _dvPy + vTPdy - 2kTAdv = 0%dy : - v i

veya dﬁzenlenerek kisaltilirsa: (dvTPv = VTPdV oldugundan)

v Tp =k TA
iki tarafin evriji (tarnspozesi) alinarak
Py = "ATk ' ;
veya e o , S
vo=PAK - L e gy

(6) nolu fonksiyonunun X degigkenine garerAdifer‘ansiyeli ise

dF = -2k"Bdx = oldx

BTk = o : I (8

(7) denklemi (4) te yerine konarak (8) in de dikkate'lél;nma's:l. ile
AT K+ Bx+w=0 R (9a)
BT k g 0. : o : _(9b)

(r+u) boyutunda Normal denklemler elde edilir, Bu denklemlerin herhang:.bxr
yéntemde ¢Szlmii ile k ve X vektsrleri bulunur, :
‘Diizeltmeler (7) formulu 'ile hesaplanir., x vektsrii (2) denklemlnde yer:.ne

konularak bilinmiyenlerin kesin degeri hesaplan:u:..




3. ‘ENDIREKT ‘ULCOLER DENGELEMES? SEKLINE DUNOSOM
) “Pratikte bu yolun izlenmesi yerine (4) denklemindeb,
| Av=7y S o (10)
konularak » ‘ »

-’Bxy+w’ - , 7 e , - (11)

§ek11nde endlrekt olguler dengelemes1 yolu izlenir, Ancak olguler (10) for-
muld 11e tanimlanan bir iglemden. gegt;glnde (11) ile gdsterilen dhzeltme
denklemlerlnden normal denklemlere gecerken ortaya glkan cebrik- korelasyo-

nun da dikkate alinmasi- gereer /4/

Bu korelasyon matrisi

G Q, = APT'AT ’ ' W
- - veya agirlik matrisi olarak o
| P =g = Ay | | o ayn

dir, (11) diizeltme denklemlerinden kurulacak normal denklemler (13) iin de ,
dlkkate alinmasi ile - . .

8758 + BTPw = = o 1)

gekllndedlr. Bu normal denklemler ise (9) formﬁllerxnde k. vektériintin yok

edilmesi ile aym1 oldugundan buradan bulunacak X vektdrii de (9) denklemle-

" rinden bulunacak degerlerle aynidir. Bilinmiyen vektorunun (11) de yer1ne¢
? konmasi ile V fonksiyon diizeltmeleri hesaplanir. Orjinal ‘blgiilere get1r11e-
| cek Vv dlizeltmeleri igin

(9a) ve (11) in kar§1la§t1r11mas1 ile bulunacak

1 7 = - ApTATk _ | oas
degerlnden k gekllerek (7) de yerine konulursa
- P AT(AP AT)'I..
veya o ) v
v=-pPTaTpy - - - (16)

bulunur. Ayrica

[pw] = [p99]
dir. Bunu gdrmek igin (7) nin dikkate alinmasi ile

[pw] = vIPv = (P 'ATiyTep ATk = kTP Tk
ve (15) invdikkatebalxnmasx ile



[ﬁﬁﬁ] VP = (AP TR-AP AT R
: ve. (13) g&z&nﬂnde bulundurularak ’

7Ty = KIPTBR Ik = kTP

:“bulunatak yukardakl sav kan1t1anm1$ olur.

< Agarlagy p=1 olan (birim agirlikli) bir 8lgiiniin karesel ortalama hataaz 1se

\/r;-u = r-u Co ) : e

¥5dur. Blllnmiyenlerln ortalama hatalar1n1 bulmak igin

g o= (RTERT?
Q, = (87P8)’ e
olarak tanlmlanan matris hesaplanlr. Bu matrlsln k0§eggn ter1m1er1 Q x,Q

- Q z"" ile

elde edllir.

s

(13) ile tanlmlanan Q APqAT korélaé?oh matrisi bazi uygﬁlamalarda biriﬁ"?

veya kbgegen matrisi §ek11nded1r /6/. Bu gibi durumlarda b111nm1yen11 koqul-:_‘ :

7 lu olghler dengelemes1 seklinin yukarda gdsterildigi g1b1 endlrekt olgﬂler

dengelemesx geklinde yap11m331 biyiik dlgdde zaman ve emek kazandlrlr.
4. SONUC '

Y

K1331k yoldan nxn boyutlu b1r normal denklem s1stem1 gozme yerlne uxn
boyutlu (u<n) bir normal denklemln gozﬁmﬁ ile de\aynl sonuglarin bulunab11e-"‘
i'ceglnln g&sterlldlgl bu yol, sonuglara daha ;abuk ulagilmasy yonhnden yegle—"
neb111r.
Béylelikle konform bir doniigiim olan Helmert doniglimiinde (12)_no1ﬁ‘f§r;-_ S
miille tan1ﬁlanénvkorelégyon,matrisinin skalar bir biiylikliik olma51ndan‘dolé; :
yz,sadecefbix,qistemdéki‘kootdinaflafin hatali -alinmasi ile yapilan Eadirekt
~ Blgliler dengélémesi song91ar1n1n,_bilinmiygnli kogullu 8lgiiler dengelemesi

- f"sonuglari'ile'ayn1 olmasi gerektigi soppcu‘da‘ortaya ¢ikmis olur.




5. URNEK -

t v :
1| -3,25 |11,50]| /
2 | -2,3 | 8,85
3| 0,107 5,12
4 3,15 | 1,80
5| 7,20 | 1,45
6 | 10,35 | 4,00
7 | 14,20 | 10,55

§eklindé 7 noktaya ait koordinatlar verilmigtir. Bu her iki koordinat deger~
lerinin hatali oldugu diigiiniilerek ikinci dereceden dengeley1c1 b1r egrinin

parametrelerl hesaplanacakt1r /1/ /2/.

y. = ax? +bx +c _
parabol denklemi dogrusallagtlrillrsa
y: +v. =-(2ax, + bo)v + x;da + xidb +dc + x;a +x.b + ¢

i . o’i X, , 1“0 io. "o
Vi i £ v R

el&e‘edilirg'Bu denklemdg

(2ax. +b)v. -v. = -7,
o1 o xi‘ ?i ) 1
konularak diizenlenirse - i i s
V., = xzda + x db + dc + w.
i i
elde ed111r. Burada , : ‘ AR Lo S
R .
.wi = xiao + x.b + co -4yi

dir, Goruldugu g1b1 yukardakl diizeltme denklemler1 yer1ne

- ‘_ 2 ;

Vg = X;a+ x, b+c: v; , \\ :

gekllndekl diizeltme denklemler1 de- ayni sonucu verlrler. {4) dek1 A matr131

1,191n V. ve v& dﬁzeltmelerln katsayilarindan yararianlllr. e
i i. . .

F 2a9 X + bo . fl




Bu matrisin niimerik olarak hesaplanabilmesi igin a,b,c pérametreierinin yak-

lagik degerler1n1n bilinmesi gerekir. Bunun igin Parabol denklemlnde ﬁg nok-

tanin- koordxnatzn1n (burada 2,5 ve

’ a = 0,126 b
o o

. X

7 numarali noktalar) yerlne konularak

= -1,396

"‘~i buluﬂmug;ur. Su halde 8lgﬁ1efiﬁ agirliklara P; =

- ol

5,906 ]
4,905
2,880
1,175
2,469
5,761
ve bu mat;isin inversi ile
[ 0,169 ]
0,204 t
0,347
‘= 0)734
0,851
' 0,405
I 0,174 |
bulunur. B matrisi igin
r 2 : ) [- 4|
X X 1 ’
) . -y
v 2 : _ 2
B = X, Xy 1 ve W = x
2. . '. - . . .
i x7 x7 ) _1 : }'7

niimerik olarak

1 .alinmasi ile"




[ 10,5625 -3,25 +1] [ -11,50]
 5,2000 -2,30 +1|  |-'8,85
| "o0,0100 0,00 +1| | -s,12|
B= | 9,9225 3,15 +1|  w= |-1,8
51,8400 7,20 +1 - - 1,45
107,1225 10,35 +1 |- 4,00]
| 201,6400 14,20  +1 | | -10,55]

u:Norma% denklemler (14)‘den‘

T14105,8750  1279,5355  132,7366] [ a]- [650,8631

1279,5355 132,7366 14,1181 b ‘= 45,5890

132,7366 14,1181 - -2,8840}.| c - 11,5364
Bu &enklemlerin ¢Oziimi ile

a=0,1291  b=- 1,488  c=5,1511

bulunarak dengeleyici parabol igin ‘
y=0,1291 x> - 1,1488 x + 5,1511
elde edilir. l
Fonksiyon diizeltmeleri igin (11) den E

-0,038

vy = 0,277 5= 0

v, =+0,316 Vg = -0,016
; B = -0,112 U, = 40,057

Y, = +0,068

Orjinal 61§§Ierin diizeltmesi ise (16) dan

.VXi R Vyi xi + VXi yi + Vyi'
-0,10 | -0,05 -3,35 | 11,45
0,13 0,06 -2,17 8,91
-0,05 | =0,04 0,05 | 5,08
0,03 | 0,05 3,18 1,85
0,01 -0,03 | 7,21 1,42
0,01 | -0,01 10,36 3,99 .
-0,02| 0,00 | | 14,18 | 10,56



Ayrica . -

[poe] = 0,031 mo_a"

70,0431 .

7_3 = + 0,10

N
‘parametrelerin ortalama hatalarinin hesabi igin Normal denkvfem‘l"te‘izti!“katsia-«
~yilar matrisinin inversi alinarak ‘ '
40,0006  -0,0056  +0,0014 |
-0,0056 _ 40,0713~ =0,0906
1#+0,0014 - =0,0906 +0é7268' '

m =m / 0,0006 = xu,002

m /0,073 = ¢ 0,027

P

m, =m /70,7268 = 0,085 bulunur.
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