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OZET 

izdU~Um (hat veya projection) matrisi 51r.;Ulerle bunlann dUzeltmeleri arasmdaki baglantlYI 
saglar. Bu yUzden uyu~umsuz 51r.;Ulerin belirlenmesinde temel olu~turur. izdU~Um matrisi tilr.;Ulerin 
geometrik ve stokastik yaplslm yansltlr. Bu yapllardaki bir degi~imin izdU~Um matrisini nasll 
degi~tirdigi ara~tlr'llml~tlr. Herhangi bir i.51r.;UnUn aglrhgl Ap kadar degi~tirildigi zaman, izdO~Um 
matrisinin bu olr.;Oye ozgU ko~egen elemanmm Ap>O ise bUyOdOgO, Ap<O ise kOr.;OldOgO; diger 
51r.;Olerin k5~egen elemanlannm Ap>O ise kOr.;UldogO, Ap<O ise bOyOdOgO kamtlanml~tlr. Aynca 
izdO~Om matrisinin bir tilr.;Oye 5zg0 ko~egen elemanm yakla~lk slflr yapllmasl ir.;in bu tilr.;OnOn 
aglrllgmm yakla~lk slflr yapllmasl gerektigi ve dolaYlslyla izdO~Om matrisinin bir olr.;Oye 5zgU 
sotununun yakla~lk slflr oldugu gosterilmi~tir. Boylece M-Kestirimin En KOr.;Uk Kareler Yontemi ile 
yinelemeli r.;5z0mOnde 51r.;Olerin aglrhklannm degi~tirilmesinin nedeni ar.;lklanmaktadlr. Aynca 
tilr.;O kUmesindeki bir noktanm koordinatlanndaki herhangi bir degi~menin izdO~Om matrisi 
Uzerindeki etkileri ara~tlnlml~tlr. Sonur.; olarak izdO~Om matrisinin, 5zellikle ko~egen 
elemanlannm, 51r.;OIerin aglrhklanna bagh olarak degi~tirilebilecegi gosterilmi~tir. 

ABSTRACT 

Projection - prediction or hat - matrix connects outliers with their residuals. Therefore, it is 
a basis for the determination of outliers. Projection matrix reflects geometric or stochastic structure 
of observations. How any change in these structures affects the projection matrix is studied. When 
the weight of any ith observation is changed to an amount Ap, the diagonal element of projection 
matrix connected with this element, if Ap > 0, becomes larger, or if Ap < 0 diagonal element 
becomes smaller. On the other hand, diagonal elements of the remaining observations, if Ap > 0, 

. become smaller, and if t,p < 0 diagonal elements become larger. All above statements have 
been proved in this paper. In addition, in order to be able to make anyone diagonal element of the 
projection matrix approximately zero, the necessity of making the weight of this observation 
approximattely zero and that the column elements of tM projection matrix relevant to this 
observation become zero have been shown. Thus, why the weights of the observations are 
changed in the solution of M-Estimation with iterative least squares method is described. 
Moreover, the effects of any variation of the coordinates of a point in a sample on projection 
matrix have been studied. Finally, it has been shown that the projection matrix - especially the 
diagonal elements - can be changed by means of the weights of the observations. 

1. GiRi§ 

OIr.;Uler arasmda birden fazla uyu~umsuz olr.;O olmasl durumunda, bunlann saptanmasmda 
sorunlar r.;lkmaktadlr. OIr.;Olerin degerlendirilmesinde kullanllan yontemlerin gOvenirligini 51r.;mek 
ir.;in Robust (Saglam) istatistikte kmlma noktasl (breakdown point) kavraml ortaya atllml~tlr 
(Hampel vd.1986). Bu, kullamlan .yontem kar.; tane uyu~umsuzu belirleyebilir; daha dogrusu 
uyu~umsuzlann iyi (uyumlu) olr.;Ulere oram en r.;ok yOzde kar.; olabilir, anlamma gelir. Ornegin En 
KOr.;Ok Kareler Yonteminin (EKKY) klnlma noktasl 1/n (n olr.;O saYlsl) dir (Rousseeuw ve 
LeroY,1987). Pratik olarak buradan EKKY nin uyu~umsuzlara kar~1 direnci slflrdlr denebilir. Bu 
yOzden QRobust istatistik'te kmlma noktasl daha yOksek yeni yontemler geli~tirilmi~ ve 
geli~tirilmektedir (Rey,1983; Hampel Yd. 1986; Rousseeuw ve LeroY,1987; Staudte ve Sheather, 
1990). Robust istatistikte uyu~umsuz olr.;Olere iIi~kin dOzeltmelerin bOyOklOgO temel bir rol 
oynamaktadlr. Bu yakla~lm dogrudur, fakat burada tasanm matrisinden (olr.;Olerin geometrisinden) 
kaynaklanan geometrik etki gozonOne ahnmamaktadlr. I~te bu geometrik etki dogrudan izdO~Om 
matrisine ve dolaYlslyla dOzeltmelere de yanslr. Bu yOzden izdO~Om matrisinin yaplsmm ve 
5zelliklerinin ara~tmlmasl onem kazanmaktadlr. 
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Robust M-Kestirimine gbre bilinmeyemer bUlunurken, EKKY' ndeki normal denl(.lern!ere 
ka~llIk gelen, dogrusal olmayan bir denklem taklml oltaya ylKar. Bu denklem taklml, oir aglrllk 
fonksiyonu seyilerek yinelemeli (iteratif) ve yeniden aglrllklandlrmall EKKY ile yozUlOr (Ayhan ve 
Aksoy, 1991; Ya~ayan, 1992; Xu, 1993; Hekimoglu vd.1993). Ama bu yozOm yontemlerinden 
yalmzca biridir. Yinelemeli yozOm uygulamrken her yineleme a~amasmda ba~langlytaki olyOlerin 
aglrliklan, seyilen aglrllk fonksiyonuna bagll olarak dOzeltmelerin mutlak bOyOklOgOne gore 
yeniden belirlenir ve EKKY uygulanlrken bu aglrllklar kullallilir. DolaYlslyla aglrllklar her 
a~amada degi~tiginden buna bagll olarak hesaplanacak izd(j~Om matrisi de degi~ir. 

Ote yandan izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlan olyOler arasrndaki geometrik ve 
stokastik i1i~kiler nedeniyle birbirine e~it olmazlar. Eger olyUler e~it aglrllkll iken blyOier 
arasrndaki geometrik ve stokastik i1i~kilerin izdO~Om matrisi (H) Ozerindeki etkileri e~it olsaydl, 
izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlan ( hii ) birbirine e~it olurdu : 

hjj = u/n, i = 1,2, ... , n 

Burada n olyO, u bilinmeyen saYlsldlr. Buna denk.le~lirilmi~ (balanced) durum (Huber, 1981; 
Kampmann, 1994) veya e~kaidlrayll tasanm (Staudte ve Sheather, 1990) denir. OlyUlerin 
aglrllklan e~it ise, herbir biyOnOn hii 'sinin u/n 'den olan (h jj - u/n) sapmasmm kaynagl, olyOlerin 
geometrik yaplsldlr. Eger olc,;OIer e~it aglrlikh degilse, bu sapmanln diger bir kaynagl da olr,:Ulerin 
stokastik yapisiolr, yani aglrllklandlr. Bu durumu olu~turmak iyin Kampmann (1994) P aglrlik 
matrisinin degi~tirilmesini onermektedir. Daha aylk olarak aglrllk matrisi byle degi~tirilsin ki 
izdO~Om matrisinin elemanlan birbirine e~it, yani hii = u/n, olsun. 

Ote yandan brneK kOmede bazl noktalar, blyO hatalan yada ba~ka nedenlerden dolaYI 
olyOierin bOyOk yoguniugunun bulundugu nokta kOmesinden ayn dO~ebilmektedir. Bu noktalara 
kaldlray (leverage) noktalan denir ve genellikle uyu~umsuz olyulerdir. Aynca olyUlen bazl 
noktalann konumlan bazl nedenlerden (brnegin c,;e~itli nedenlerle olu~an deformasyoniar)dolaYI 
zaman iyinde degi~mektedir. Ozetie bazl nedenlerden dolaYI olr,:Ulerin geometrisinde degj~iklikler 
olabilmektedir. i~te olyUlerin geometrik durumunda bir degi~im oldugundan bu degi~im izdii~Om 
matrisine de yanslr. 

Bu yazlda OIyOle.in gerek stokastik (aglrllk matrisindeki) ve gerekse geometrik 
yaplsrndaki degi~imlerin izdO~Om matrisinde, ozellikle ko~egen elemanlan iizerinde ne gibi 
degi~imlere kaynaklik ettigi, ve M-Kestiriminde uyu~umsuzlan tamrken neden aglrhklann 
degi~tirildigi ara~lInlacaktlr. 

2. iZDU~tiM MATRisi 

Robust istatistik kaynaKlannda ingilizce " hat matrix" olarak adlandmlan izdii~iim matrisi 
H, A tasanm matrisini gostermek iizere 

(2.1 a) 

olarak tammlamr (Hoaglin ve Welsch, 1978; Huber, 1981; Rousseeuw ve Leroy, 1987; Staudte ve 
Sheather, 1990). Bazl kaynaklarda " projection matrix" ( Meissl, 1982; Chatterjee ve Hadi, 1988) 
veya "prediction matrix" (Chatterjee ve Hadi, 1988) olarak adlandmllr. P aglrhk matrisi gbzbniine 
allmrsa H izdO~iim matrisi daha genel olarak verilebilir (Kampmann, 1994). 

(2.1 b) 
A 

Dengelenmi~ olyiiler ( I ), blc,;Oler (I), diizeltmeler (v) ite, varyans-kovaryans matrisi (co v ( ) veya 
L) ve birim aglrllgm varyansl 0'20 ile gosterilirse; 
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.. 
1= HI, (2.2) 

v = I - I = - (I - H) I, (2.3) 

.uu= cov (I) = cr20 H p-1, (2.4) 

ve Lw = cov (v) = cr20 (I - H) p-l (2.5) 

yazllabilir. (I - H)ii = rii ko~egen terimleri Jeodezi'de requndans olarak adiandlrlllr ve jeodezik 
aglann ic;: ve dl~ gOvenirliklerinin tamml bun lara dayamlarak yaplllr (Forstner, 1979; Ayan, 1981; 
Niemeier, 1985; MOiler, 1986; Demirel, 1987; OztOrk, 1987). (2.3) e~itligi daha aC;:lk olarak 
yazlllrsa: 

n 

Vi = (1-hiJ Ii - L hij Ij , 
j=l 

1* i ,i = 1,2, .... , n (2.6) 

elde edilir. Buradan g6rUldOgO gibi, bir Vi dOzeltmesi yalnlzca Ii 'deki degil, diger tUm olc;:Ulerdeki 
01c;:0 hatalanndan ve eger varsa kaba hatalardan etkilenir. Buna EKKY 'nin yayma etkisi rJenir. 
EKKY' nin aS11 zaYlf yam budur. ideal durumda ornegin i. 01c;:0 kaba hatall ise buna kar~llIk gelen 

hjj elemanl slflra, yani (1- hii) l' e, diger olc;:Olerin toplam etkisi (L hij Ij ) slflra yakla~malldlr. 
Boylece kaba hatah 61c;:Oniin dOzeltmesi dogrudan ve yalmzca bu kaba hatadan etkilensin ve bu 
kaba hata ba:;;ka 61c;:Uleri bozmasm. 

3. iZDij~t~ MATRisiNiN QZELLiKLERi 

IzdO~Om matrisinin (2.1 a) bilinen 6zellikleri, robust regresyon analizinde c;:e~itli 
kaynaklarda (Hoaglin ve Welsch, 1978; Huber, 1981; Rousseeuw ve Leroy, 1987; Staudte ve 
Sheather, 1990) ve ieodezi' de (Meissl, 1982) soz edilmesine kar~m ozellikle Chatterjee ve Hadi 
(1988) 'nin kitabmda ayn bir b610m olarak en geni~ bic;:imde ele almml~t!r. Bu son kaynakta topl.am 
13 ozellikten, burada yalnlzca bu yazmm konusu c;:en;evesinde, bunlardan bazllan klsaltllarak ve 
kamtlanmadan verilecektir: 

a. H matrisi simetrik ve idempotent bir matristir, yani 

H = HT, H H = 1-12 = H 

Aynea bu 6zellikten yararlanarak 

ve 

L hij =1 
j=1 

n 

L hij = 1 
;=1 

n 

h ij = L hik h kj . 
k=1 

yazllabilir. 

i. satlr , 

j. sOtun 

i, j = 1.2,3, ... , n 

b. H matrisinin izi ve rangl , u bilinmeyen saYlsl olmak Ozere 
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n 

iz(H)= L hjj = u = rank (H) 
i=1 

iz( I - H) = n- u 

n n 

L L hjj 2 = u 
i=1 j=1 

ve ortalama kaldlray 

n u 

j=1 n n 
olarak verilir. 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

c. H matrisi tekil (singular) olmayan dogrusal donU~Umlere kar~1 degi~mez. B tekil olmayan bir 
kare matris ve X bilinmeyenler vektorU olmak Uzere 

C = B-1X ve W = A B ise, 

l+v=AX=WC 

yazllabilir. Bu durumda 

Hw = W (WT W)-1 WT = H 

olur. 

(3.10) 

(3.11 ) 

(3.12) 

Eger olyUierin dayandlgl koordinat sistemi yerine ba~ka bir koordinat sistemi seyilirse H 
matrisi degi~mez. Bu nedenle H matrisi koordinat sisteminin seyimine (yani datuma) bagh degildir. 

d. IzdU~Um matrisinin tUm ko~egen elemanlan 

o < hjj < 1 , 
ve diger elemanlan 

- 0,5 < hij < 0,5, 

degerlerini ahrlar. 

i=1,2, ... ,n, (3.13) 

i = j, i=1,2, ... ,n, j=1,2, ... ,n, (3.14) 

e. (1) Bir olyU silindigi, ya da olyU saYlsl bir azaltlldlgl zaman, izdU~Um matrisinin ko~egen 
elemanlan bUyUr. 

(2) OlyU saYlsl bir artlrlhrsa izdU~Um matrisinin ko~egen elemanlan kUyUiUr. 

4. OLCULERiN AGIRLIK MATRisi GOzoNtlNE ALINARAK iZDU§UM MATRisiNiN BAZI 
QZELLiKLERiNiN YENiDEN GOZDEN GECiRiLMESi 

Regresyon analizinde olyUler genel olarak e~it aglrhkh olarak kabul edilir. Halbuki 
Jeodezi'de farkh bUyUklUkler birlikte EKKY ile degerlendirilirken olyUier genellikle e~it aglrhkh 
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olarak almmaz. Bu nedenle bu bOlumde ozellikle 3. e OIeulerin aOlrllklannm farkll olmasl 
durumunda aynntlll olarak yeniden ele allnacaktlr. 

a. (2.1 b)' nin bir pareasl olan A (ATpA) -1 AT matrisi simetrik olmasma kar~m, bunun P aOlrhk 
matrisiyle earplmmdan olu~an izdu~um matrisi simetrik deOildir. Bu nedenle orneOin (3.4) ve 
(3.14) ozellikleri bu durumda geeerii olmaz. Buradan izdu~um matrisinin genel olarak idempotent, 
fakat simetrik olmadlOI soylenebilir. Bu sorun duzeltme denklemleri turde~le~tirilerek 
(homojenle~tirilerek) a~llabilir (Wolf, 1968), yani tum yeni aOlrllklar e~it yapllabilir. 

b. Bir OIeu silindiOi, ya da oleu saYlsl bir azaltlldlOI zaman, izdu~um matrisinin ko~egen elemanlan 
buyur. 

Oleu saYlsl n (n>u) olduOu durumda izdu~um matrisi H, tasanm matrisi A, ve aOlrhk 
matrisi P ve i. oleu silindiOi durumda izdu~um matrisi geriye kalan (n-1) oleu iein H', aOlrllk matrisi 
P' ve tasanm matrisi A' olsun. Bunlar arasmdaki iIi~kiler ~oyle verilebilir: 

[A'] (P' 01 
A = ajT, P = 0 Pj J ' AT = [ A'T aj]. (4.1) 

(4.2) 

Buradan 

(4.3) 

(4.4) 

yazllabilir. H ile H' matrisi arasmda bir ili~ki kurmak iein Gauss (1821) un a~aOldaki matris 
ozde~IiOinden yararlamllr: 

(4.5) 

Burada 0 uxu boyutlu,simetrik, duzenli bir matris, B ve C ise qxu boyutlu ve ranklan q olan 
matrislerdir (Staudte ve Steather, 1990). Bu ozde~lik, (4.4) iein 

o ::;: ATPA, BT = -aj' C = pjajT allnarak uygulamrsa 

veya 

elde edilir. Burada 

klsaltmaslyla 

(ATpA)-1 aj Pj ajT(ATpA)-1 

(A'Tp'A')"1 = (ATPA)-1 + ---------
1 - hjj 

ve aynca (4.5) ozde~IiOi (4.3) iein uygulamrsa 
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(4.8) 

(4.8a) 

yazllabilir (Chatterjee ve Hadi, 1988; Staudte ve Sheather, 1990) . 

H ile H' matrisi arasmda bir baglantl, (4-1) ve (4.8), (4.2)' de verine konur ve (4.6) 
goz.onOne almarsa kurulabilir: 

H= 

H' ----------------------

tii aiT(A'Tp'A')-1,A..'Tp' 

aiT(A'Tp'.tq-1A'Tp' - -------

(4.9) 

Bu matrisin birinci sahnnm ilk elemanmm ilk terimindeki H' matrisi ve ikinci terim (n-1)x(n-1). 
birinci satlnn ikinci elemanl ve ikinci satlrdaki her iki eleman da tek boyutlu. yani tOm olarak bu 
matris nxn bcyutludur. Bu matrisin birinci satmnm ilk elemanmda 

f.lsaltmalanyla 

(4.10) 

elde edilir. sTe bir karesel bieimdir. dolaYlslyla ko~egen terimleri artidlr. A{whklar artl olduguna 
gore, H ile H' matrisi!1in ilk (n-1) ko~egen terimleri arasmda ~u iIi~ki geeeriidir: 

.i = 1.2 .... ,n-1. 

Buna gore, n (n > u) elemanh oleO kOmesinden bir oleO silindigi zaman izdO~Om matrisinin 
ko~egen elem~mlan, onceki n oleOnOn H izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlanna gore 
bOyOyecektir, yani redundanslar (her oleOnOn klsmi sebestlik derecesi) kOeOlecektir. Omek 
kOmeden atllan herhangi bir 0190n(in diger oleOierin hi! 'Ieri Ozerindeki etkileri (4.9)' dan bulunabilir. 
Aym bi9imde, n 0190den herhangi birinin diger oleOlerin hii 'Ieri Ozerindeki etkileri hesaplanabilir. 

$imdiye degin herhangi bir oleOnOn, diger oleOlerin hii 'Ieri Ozerindeki etkileri ele almdl. 
Aym kural birden tazla 0190nOn, diger oleOlerin hi; , leri Ozerindeki etkilerini bulmada da geeeriidir. 
Ornegin n (n > u) saYlda oleO olsun. Herhangi k saYlda oleOyO, n-k > u olacak blc;:imde ele alahm. 
Once n-k oleOnOn izdO~Om matrisi H', daha sonra tOm oleOlerin izdO~Om matrisi H bulunur. Bu 
durumda (4.1)' den (4.10)' a kadar 9lkanlml~ olan Wm e~itlikler geceriidir; takat aiT vektorO verine 
kxu boyulunda bir matris ve Pi verine kxk boyutunda bir matris yer almahdlr. 

c, 0190 saYlsl bir artmllrsa izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlan kOeOIOr. 
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Asllnda oleO saYlslnl bir artlrmak demek, A tasanm matrisine yeni bir satlr eklemek 
demektir. Bu ya yeniden bir oleO daha yapllarak ya da var olan bir olcOnOn dOzeltme 
denklemlerine bir kez daha eklenerek elde edilir. OleO saYlsl n Cn>u) iken izdij~Om matrisi H (n x 
n), tasanm matrisi A (n xu), aglrlik matrisi PCn x n); oleO saYlsl bir artmldlgmda izdO~iJm matrisi 
H'Cn+1 x n+1), tasanm matrisi A'Cn+1 xu), aglrlik matrisi P'(n+1 x n+1) olsun. Bunlar arasmdski 
i1i~kiler (4.1)' e benzer olarak ~oyle verilebilir: 

(4.11 ) 

Aynca (4.3)' e benzer olarak 

(4.12) 

veya 
ATPA = A'Tp'A' - an+1 Pn+1 an." T (4.13) 

yazllabilir. 

Bir onceki ~Ikta yapllan i~lemler burada da i indisi verine n+1 indisi konarak yinelenebilir. 
H' ite H matrisleri arasmda (4.9)' a benzer bir ili~ki verilebilir. Bu durumda H' matrisinin birinci 
satmnm ilk elemanlndaki H matrisi ve ikinci terim nxn, birinci satlnn ikinci elemanl ve ikinci 
satlrdaki her iki eleman da tek boyutlu, yani tUm olarak. bu matris (n+1)x(n+1) boyutludur. Bu 
matrisin birinci satmndaki ilk elemanda 

klsaltmalanyla 

(4.14) 

elde edilir. ETE bir karesel bieimdir, dolaYlslyla ko~egen terimleri artldlr. Aglrliklar artl olduguna 
gore, H' ile H matrisinin ilk n ko~egen terimleri arasmda ~u ili~ki geceriidir : 

h'jj < hjj' i=1,2, ... ,n 

Bu sonuca gore, n (n > u) saYlda 0190 kOmesine yeni bir oleO eklenince, hesaplanan H' 
izdO~Om matrisinin ko~egen terimleri, onceki n oleOnOn H matrisinin ko~egen elemanlanna gore 
kOcOlecektir, yani redundanslar bOyOyecektir. (4.9)' a benzer olarak olu~turulan e~itlikten ornek 
kOmeye yeni katllan herhangi bir oleOnOn digerlerinin hi; Ozerindeki etkileri bulunabilir. 

Son iki ozellik istatistikte tek bir ozellik olarak verilir . Bilinmeyen saYlsl Cu) degi~mez ise, 
n 0190 saYlsl artarsa izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlan bOyOmez (Chatterjee ve Hadi, 1988). 

5. BiR OL~tiNtiN AGIRLIGI DEGi~iNCE iZDU~tiM MATRisiNiN DEGi~iMi 

OleOlerin aglrllklan farkli olsun. Herhangi bir OIeOniin aglrllgl degi~tirildigi zaman 
izdO~Om matrisinin tepkilerini ara~tlrmak iyin iki ayn yol izlenebilir. 

a. Birinci Yakla~lm: Herhangibir oleOnOn (i. oleO) aglrligl ilp (P'i = Pi + ilP, P'i > 0) kadar 
arttmlsm veya azaltllsm. Bu durumda izdO~Om matrisi H olsun. Bu i. oleO elkanldlktan sonraki 
geriye kalan (n-1) oleOye ozgO izdO~Om matrisi H' olsun. Eger ilp > 0 ise hjj .-: h'n ve ilp < 0 ise 
hjj > h'jj olur. 
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4.b'de yaplldlgl gibi, aglrhgl Ap kadar degi~en i.ol~O, diger ol~OIerden ~Ikanlarak (4.1) 'e 
benzer bi~imde 

(5.1) 

yazllabilir. Burada A', i. ol~OnOn olmadlgl, yani geriye kalan (n-1) ol~Oye ait tasanm matrisi, P' 
yine bu ol~OIere ait aglrhk matrisi, A tom ol~OIere ait tasanm matrisi, P bunlara ait aglrhk matrisi, 
P'i i. ol~OnOri degi~tirilen yeni aglrhgl, aiT ise i. ol~OnOn tasanm matrisindeki i. satlr vektorOdOr. H 
izdO~Om matrisi i~in (4.9)' a benzer bir matris yazllabilir. Bu matriste (4.9)' daki Pi yerine P'i 
gelir. Bu matrisin ilk satmnm ilk elemanmdaki ikinci terimin karesel bi~imde oldugu (4.10) 
gozonOne ahnarak a~agldaki gibi kolayca gosterilebilir : 

H'---- (5.2) 

Buna gore P'i = Pi iken hii = h'jj olacagmdan (5.2) ifadesi P'i > Pi i~in kO~OIecek, 

P'i < Pi i~in bOyOyecektir. DolaYlslyla 

eger P'i > Pi ,yani Ap> 0 ise, hll < h'll' j = 1,2, ... ,n-1 
iotj 

eger P'i < Pi ,yani l'>p < 0 ise, hll > h'll' j = 1,2, ... ,n-1 

yazllabilir. Aglrhgl degi~tirilen ol~Oye ozgO izdO~Om matrisinin ko~egen elemanmda nasI I bir 
degi~me olur? Bunu inceleyelim. Eger j = i ise, (4.9)' dan 

(5.3) 

yazllabilir. Burada P'i = Pi iken hii = h\i olacaktlr. Daima aiT(A'Tp'A')-1 ai > 0 oldugundan, 
(5.3) ifadesi P'i > Pi i~in bOyOyecek, P'i < Pi i~in kO~OIecektir. DolaYlslyla bir ol~OnOn 
aglrhgl bOyOtolOrse izdO~Om matrisindeki ilgili ko~egen eleman bOyOyecek; kO~OItolOrse ilgili 
ko~egen eleman kO~OIecektir. Aynca P'i = 0, yani Ap = - Pi ise, hem (5.3) ifadesi, hem de 
(4.9)' a benzer olarak yazllacak H matrisinin n. sOtunundaki tom elemanlar P'i i~erdiklerinden 

hepsi slflr olur. 

Eger bir ol~OnOn etkisi azaltllmak isteniyorsa bunun aglrllgml kO~OItmek, etkisi 
kaldlnlmak isteniyorsa aglrhgml slflr yapmak yeterli olur. Boylece M-Kestirimde ortaya ~Ikan 
dogrusal olmayan denklem sisteminin EKKY ile yinelemeli olarak ~ozOmOnde ol~OIerin yaianci 
aglrllklannm dOzeltmelere gore neden degi~tirildigi anla~llmaktadlr. Ozellikle dOzeltmesi 
digerlerine gore olduk~a bOyOk olan ol~OIerin aglrllklan kO~OItOierek bunlann diger dOzeltmelerin 
Ozerindeki bozucu etkisi (EKKY' nin yaYllma etkisi) azaltllmakta; hatta bunlann aglrhklan slflra 
gotOrOierek bozucu etkileri kaldmlmaktadlr. Daha da onemlisi aglrhklan kO~OIen ol~OIerin hjj ' leri 
de kO~OI""""kte; hatta aglrhklan slflra giden ol~OIerin hjj , leri de slflra gitmektedir. DolaYlslyla (1-
hjj) l' e giderken kaba hata, bunu i~eren OI~OnOn dOzeltmesine dogrudan ve kO~OImeden yanslr. 
Boylece kaba hatalar yerelle~tirilerek aranan parametre ve dOzeltmeler robust olarak kestirilebilir. 

(5.2) e~itligi, herhangi bir k. ol~Oye ozgO izdO~Om matrisinin ko~egen elemaOi i~in 
a~agldaki gibi 
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hkk - -----------

1 + h'jj 

yazllabilir. Burada i. OIeOnOn aglrhgl Pj Ap kadar yani P'i = Pj + Ap, degi~tigi zaman, tum h'llier hem 

Ap ye hem de diger oleiilerin i. oleOye uzakhgma, yani oleiilerin geometrisine bagh olarak degi~tigi, 
aelkea gllrOlmektedir. 

Eger birden fazla (omegin k tane) 1lleOnOn aglrhklan degi~irilirse, bu alt blll0mde veri len 
e~itlikler geeeriidir. Bu durumda aiT vektorO yerine kxu boyutunda bir matris, ve Pj' yerine kxk 
boyutunda bir matris yer almahdlr. 

b. ikinci Yakla,lm: Ornek kOmede aglrhklan farkh n oleO ve bunlann H ( n > u olmak 
ko~uluyla) izdO~Om matrisinin ko~egen elemanlan hjj olsun. Herhangi bir i. oleO iein Pj aglrhgl Ap 

kadar, yani p'j = Pj + Ap degi~tiginde. izdO~Om matrisi H' nOn ko~egen elemanlan h'jj olsun. 
Bllylece yeni P' matrisi i1e degi~meden onceki P matrisi arasmda 

P' = P + AP. P = diag (P1. P2 •...• Pj •...• Pn). AP = diag (0.0 ....• O.Ap.O •...• O,O) (5.4) 

yazllabilir. Bu durumda A tasanm matrisindeki i. 1lleOye ozgO ajT satin sanki aglrhgl Ap olan ayn 
ek bir oleO gibi dO~OniilOrse. yeni durumda A' tasanm matrisi ve aglrhk matrisi P" (n+1)x(n+1) 
boyutlu olur ve (4.1) ile (4.3)' e benzer olarak 

A' = [:jT]. P" = [~~~ • A'T = [AT ail 

(5.5) 

ve aynca 

(5.6) 

yazllabilir. 

Bir oleOye ozgO aglrhgm (p'j ) ikiye aynhp ( Pj . Ap) tasanm matrisinde i1gili i. satlnn iki kez 

(bir kez Pj i1e. bir kez Ap ile) yazllmasl, normal denklemlerde sonucu degi~tirmeyeceginden 

A'Tp"A' = A Tp'A (5.7) 

ve dolaYlslyla 

AT APA = aj Ap ajT (5.8) 

yazllabilir. Buradan izdO~Om matrisine ozgO 4. BOiOmde belirtilen ozellikler geeerii oldugu 
sonucuna vanhr ve kolayhkla 

eger Ap > 0 ise ; h'll < hll. 
eger Ap < 0 ise ; h'n > hn 

yazllabilir. 

j=1.2, ....• n 

io'i 
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c. Uygulama: Aglrllk degi~iminin iil<;:Ulerin geometrisine bagll plmasml bir iirnek vererek daha 
yakmdan gostermek i<;:in, basit regresyon (u=2), veya basit dogrusal GAUSS-MARKOV modeli 
almml~tlr: 

Yj = a + b xi + Ej i=1,2,3, ... , n 

Burada Yi iil<;:Uler ya da tepki degi~keni, a ve b bilinmeyenler , Xi ta~IYlcl degi~ken (burada hataslz 

kabul edilecektir), Ej ~ N{IJ = 0, cr") normal dagllml~ iil9ii hatalandlr. A tasanm matrisi 

ve a{prllk matrisi 

olsun. IzdO~Um matrisinin kii~egen terimleri i<;:in 

hjj = pay/payda 

n 

pay = Pj { L Pk (xi- xk) 2}. 
k=l 

veya 

Pi 
hij = + 

n 

L Pj 
j=1 

n n 

Xort = L Pj Xi L Pi 
j=l j=l 

elde edilir. 

n-1 n 

payda = L L Pj Pk (XrXk)2. 
j=l k=j+1 

Pj (Xj - xort)2 

n 

L Pj (Xj - xort)2 
j=l 

(5.10a) 

(5.1 ~b) 

$imdi herhangi bir ol<;:iinOn (Yk) aglrllgml (Pk) , t.p Kadar (P'k = Pk + t.p) degi~tirelim. Bu 
yeni durumda yeni izdO~Um matrisinin kii~egen terimleri i<;:in 

h'ij = ----------------

n 

payda + Pi t.p (Xi -Xk)2 + t.p { L Pj (Xk-X?} 
j=l 
j"k 

(5.11) 

yazllabilir. (5.9) e~itsizliklerinin burada da ge<;:erli oldugu kolayca giiriilebilir. Bu son e~itlikten 
giirljldOgii gibi, herhangi bir k. iil<;:iiye ait Pk' t.p Kadar degi~tirilirse, tom h'jj 'Ier hem t.p' ye hemde 
diger iilc;:iilerin k. iil<;:Oye uzakllgma, yani iilc;:Ulerin geometrisine bagll olarak degi~mektedir. Eger 
i=k ise yani a91rll91 degi~en iil<;:O i<;:in (5.11) e~itli9i 
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TI 

pay + 6p {L Pj (x;-x?} 
j=1 

n 

payda + ~P {L:: Pj (X;-Xj)2} 
j=1 

bic;:irnine donO~Or. Buradan 

eger ~P > 0 ise ; h';; > h;;, 1=1,2, .... ,n 

eger ~P < 0 ise ; h';; < hi; 

yazllabilir. 

6. BiR OL<;;;tiNtiN KONUM DEGi~iMiNiN iZDU~UM MATRisiNE ETKisi 

(5.12) 

(5.13) 

Regresyon analizi soz konusu olsun. Ornek kOmede n 01c;:0 c;:ifti (x;,y;) vardlr. Herhangi bir 

noktanln (i. noktanln) x; degerinde ~X kCldar bir deQi~irn ex'; = x; + ~x) olsun. Bu deQi~imin 

izd(j~(jm matrisinde yarattlQI etkiler iki ayn yolla Clra~tlnlabilir. 

a. Birinci Yakla~lm: Bu i.olc;:O ailnlp tasanrn matrisinin en sonuna getlrilsin ve diger 
oic;:Oler bir satlr kaydmlsln. Bu durumda izdO~(jm matrisi H' olsun. Tasanm matrisinln i. 0190 
dl~lrIda kalan (n-1) olc;:Oye ait izdu~Orn matrisi ise H olsun. Bu iki izd(j~(jm matrisinin kd~egen 
terimleri araslnda 

h'Ji< hjj , j=1,2, ... ,n-1 

gec;:eriidir. Herhanglbir i. noktanln konumunda kayma oimasl durumunda, tasanm matrisinde bu 
noktaya dzgJ satlr (a;T) , diger satlrlardan aynlarak (5.1)' e bezer bic;:imde yazllabilir: 

(6.1) 

Burada aiT, i. noktanln kayml~ (X'; = xi + ~x) degi~kenini veya bunlann bir fonKsiyonunu ic;:erir. A 

ise geriye kalan noktalara dzgO tasanm matrisldir. H' izdO~(jm matrisi ic;:in (5.2)' ye benzer bir 
matris yazllabilir. Bu matrisin birinci satlrlndaki birinci terimin ikinci parc;:aslrlln karesel bic;:imde 
oldugu, (4.10) 'a benzer olarak 

olmak uzere, 

c'p;cp 
H---- (6.2) 

~eklinde kolayca gdsterilebilir. Genel olarak CT p;C' nin bir karesel bic;:im olmasl ve aglrliKlann artl 

olmasl dolaYlslyla 

h'jj < h jj' j=1,2, ... , n-1 (6.3) 

-11-



yazllabilir. 

Bu sonur,:, yapisl daha karmalilk olan Gauss-Markov modelinde de ger,:erlidir. Ancak bu 
durumda bir noktanm koordinatiannda degilime varsa (x'j = Xj + ~x, Y'j = Yj + ~y), tasanm 

matrisinde bu noktayla baglantlsl olan tOm olr,:Olerle ilgili satlriar ayn bir 9rupmuli gibi 
dOliOnOimelidir. Bu durumda (5.1)' deki ajT artlk bir matrise donOliOr ve (6.3) yine ger,:erlidir. Bu 

eliitsizlikte H', koordinat kaymasl durumundaki Him olr,:Olerin izdOliOm matrisi, H ise koordinatian 
degilien i. nokta ile ilgili olr,:OIerin bulunmadlgl, yani tasanm matrisinde i. olr,:OnOn koordinatiannm 
yer almadlgl, geriye kalan tOm OIr,:OIere ozgO izdOliOm matrisidir. 

b. ikinci Yakla,lm : Degi,me olmadlgl durumda hesaplanan izdOliOm matrisi H olsun. 
Herhangi bir noktanm (k. noktanm) x 'inde ~X kadar bir degilime (x'k = xk + ~x) olmasl durumdaki 

izdOliOm matrisi H' olsun. Bu iki izdOliOm matrisinin ko,egen terimleri arasmda 

T > 0 ise; h'jj < hjj 
T < 0 ise; h'jj > hjj 

ililikileri ger,:erlidir. T ifadesi aliaglda verilecektir. 

Geometrik etkiyi daha iyi gorebilmek ir,:in olr,:Olerin aglrllklanm eliit, yani P1=P2="'=Pn=1 
alallm. Bu durumda hjj ir,:in (5.10)' a benzer olarak 

n 

L (Xj-Xj)2 

pay j=1 veya 

hjj = --= -------
payda n-1 n 

n 

L L (XrXI)2 
j=1 l=j+1 

Xort LXj/n 
j=1 

--+ 

n n 

L (Xj - Xort)2 
;=1 

i=1,2, ... n ( 6.4) 

yazllabilir (Chatterjee ve Hadi, 1988). Ote yandan h'jj ir,:in de (5.11)' e benzer olarak (i ~ k) 

veya 

n 

payda + 2~x (xk - Xj) + ~x2 + 2~x L (Xk- Xj) + (n-2)~x2 
j=1 

n 
+---------

n 

L (Xj - X'ort)2 + To 
j=1 

j"j 
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X'ort = Xart + Ax In, To = Ax2 + 2 xk Ax - 2 Ax X'ort 

yazllabilir. (6.5) e~itliginin paydasmda en sagdaki ifadeyi T, yani 

n 

T=AxT', T' = 2 L (xk- Xj) + (n-2) Ax 
j=l 

j .. j 

ile gosterelim. Buradan 

T > 0 ise; h'jj < hjj 
T < 0 ise; h'jj > hjj 

yazllabilir. T > 0 ic;:in ; 
2n 

Ax > 0 ise, T' > 0 ic;:in Ax > - -- (Xk - Xart) 
n-2 

2n 
Ax < 0 ise, T' < 0 ic;:in Ax < - -- (xk - Xart) 

n-2 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

olmalidlr. (6.5) e~itliginden, herhangi bir noktadaki Ax degi~iminin (hataslOlO) diger olc;:liIerin hjj 
degerleri Uzerine nasll etki yapllgl aC;:lk olarak gorlilmektedir. Bu etki, diger noktalann bu noktaya 
alan uzakligma (xk-Xj) ve Ax in bUyUklUgUne bagli olarak degi~mektedir. Kisaca noktalann 
tasanmlOa yani geometrisine bagli olur. 

Eger kaldlrac;: noktaslOda (k = i) ise ko~egen eleman ~oyle bulunur: 

pay + T + Ax2 veya 

h'jj = ------- = -- + 
payda + T + Ax2 n 

Buradan 

T + Ax2 > 0 ise; h'jj > hjj, 

T + Ax2 < 0 ise; h'jj < hjj, 
yazllabilir. 

7. SONUC 

n 

L (Xj - X'ort)2 + To 
j=1 

i=1,2, .... ,n 

(6.10) 

(6.11 ) 

IzdU~Um matrisi dUzeltmelerle olc;:liIer araslOdaki dogrudan iIi~kiyi verir. Bu nedenle 
uyu~umsuz olc;:liIerin belirlenmesinde temel bir rol oynar. 61c;:Uler EKKY ile degerlendirilirken, 
uyu~umsuz alan i. olc;:UnUn kaba hataslOlO diger olc;:liIerin ·dUzeltmelerine yaYllmamasl ic;:in, hjj 
degerinin oldukc;:a kUc;:Uk, yani redundansl (rjj =1-hjj ), nm l' e yaklO ve aym zamanda diger 
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olyiJierin toplarn etKisinin (~hij Ij ) k09Uk yaaa SITII OlmaSI isrenir. Boylece kaba hata, ilgili 

bl90nOn dOzeltmesine dogruaan (kUyUimeden) yanslslO, yam Kaba nata yerelle~tirilmi~ olsun. Bu 
baglamda H iZdii;;Om matrisi bJyGk bnem ta~w. iZdO~Om matrisinin bilinen Chatterjee ve Hadi 
(1988) taraflndan aynntlll oiarak verilen 13 ozellik, bu yazlda 0190ler farkll aglrllKta olmalan 
durumunda yeniden gozden ge9irilmi~ ve ozellikle ol<;:Olenn aglrilklannin degi~tirilmesi durumu 
ara~tlrllml;>tlr. 

Ol90lerin farkll aglrllkta oirnasl aururnunda, n 0190nOn oulundugu 01<;:0 kOmesine, bir 0190 
daha eklendigi ( yani 0190 saYISI n+1 oiaugu), ya da bir 01<;:0 bir Kez daha yer aldlgl zaman, yeni 
olu~an izdO~Om matnsinin ko;>egen elemanlarmm (hn+1n+1 dl~lOda) k0901dOgO; tersine oi90lerden 
birinin (i. ol90nun) sllinoigi, yani bil;;O saYlsl (n-1) oidugu zaman olu~an yeni izdO~Om matrisinin 
ko~egen elemanlannlO (h ii dl~lOda) bOyOdOgO gorOlrnO~tur. 

Bir 0190 kOrllesinde herhGtngi bir 61c;;OnOn aglrllgl ~P kaaar degi~irse, yeni izdO~Om 

mairisinin hem ~p' ye hem de diger 61<;:Ulerin aglrllgl degi~en olc;;Oye uzakllglOa, yani ol9U1erin 
geometrisine bagil olaraK degi~tlgi; daha dogrusu L\p > 0 ise, yeni izdO~Om matrisinin ko~egen 
elernanlannlO kesmlikle k09U1dOgu, L\p < 0 ise bOyOdOgO kanltlanrnl~t:r. Aglrllgl degi~en ol<;:OnOn 
aglrllgl bOyOtUlOrse izdO~Orn matrisindel<.i ilgili ko~egen eleman bOyuyecek; kO<;:OltulOrse ilgili 
ko;>egen eleman kO<;:Olecektir. Aynca P'i = 0, yani L\p = - Pi yapllirsa, H matrisinin i. 

sOtunundaki tUm elemanlar P'i i<;:erdiklerinden hepsi de slilr olurlar. Bu onemli bir ozelJiktir. M
Kestiriminde eir uyu~umsuz ol90nUn sat dl~1 blraKllmasml a9lkiar. Kaba hatall i. 019unUn 
aglrllglOln slflra gotUrOlmesl ile tOm hi' degeneri slflra goturOlmO~ olur. Boylece bu 0190nUn 
diger OIc;Ulerin duzeltmeleri ve kestirilen parametreier Ozenndeki bozucu etki kaidlrllml~ olur. 
Boyiece 019Ulerin aglrllklan degi~tirildigi zaman yeni olu~an izdO~um matrisinin ko~egen 
elemanlannlO nasll degi~tigi gdsterilmi:?lir 

Eger bir oi9unUn elkisi :3zaltllrnak isteniyorsa bunun aglrllgml kU90ltmek, elkisi 
kaldlr!lmak isteniyorsa aglrllgll1l slflr yapmak yeterli olur. Boylece M-Kestirimde ortaya 91kan 
dogrusal olmayan denklem sisterninin EKKY ile yinelemeli olarak QozUmUnde ol90lerin yaianci 
aglrllklanmn dUzeitrnelere gore 'leden degi~tirildigi anla~lImakladlr. Ozellikle dOzeltmesi 
digerlerine gore 0lduk9a bOyOk olan blr,;Olerin aglrhklan ku<;OltUlerek buniann diger dOzeltmelerin 
Ozerindeki bOlUCU elkisi (EKKY' nin yaYllma etkisi) azallilmakta; hatta bunlann aglrilklan slflra 
gotUrulerek bozucu elkileri kaldlnlrnaktadlr. Daha aa bnemlisi aglrllklan k090len 019Ulerin hi;' leri 

de kU9ii1mekte; hatta aglrllKian slflra giden 0190lerin hii ' leri de slflra gitmektedir. DolaYlslyla (1-

hii ) l' e giderken kaoa hata, bunu igeren ol9UnOn dOzeltmesine dogruaan ve kU90lmeden yanslr. 
Boylece kaba halalar yerelle~tlrilerek aranan pararnetre ve dUzeltmeler robust oiarak kestirilebilir. 

Basit regresyon modeli ele almarak; herhangi oir noKianm x 'i L\X Kadar degi~irse, yani bu 
nokta kaldlra<;: noktasl ise, bu durumda yeni izdO~Um matrisinin tUm ko~egen elemanlannm L\x 'e 
ve diger noktalann kaidlra9 noktasma olan uzakllgma, yani nokta kUmesinin geornetrisine bagll 
olarak degi~tigi gosterilmi;;tir. DolaYlslyla, genei olarak ol<;:U kOmesinde bulunan noktalann birisinin 
(i. noklamn) koordinatlanndaki bir degi:?me (x', = Xi + L'lX, Y'i = Yi + L'ly), bu noktayla hi9bir baglanllsl 
olmayan 0190lere ozgu izdO~Um matrisinin Ko~egen elemanlannl kU90110r. DolaYlslyla 019Ulerin 
geomelrisinde Oir degi~im olaugu zaman, buna bagll olarak yeni olu~an izd(j~Urn matrisinin 
ko~egen elemanlannm nasll degi~tigi gosterilmi;;tir. 

Sonur,: olarak 01901erin ba~langl9taki aglrilkian dOzenli bir bi9imde degi~tirildigi zaman, 
bulunan izdO~Um matrisinin ko~egen elemanlannm da dOzenli bir bi9imde degi~ligi gorUlmO~tur. 

Te§ekkur: Yardlm ve uyanianndan dolaYI saym Surkay Akbarov, Emin Ayhan, H. HOseyin 
Demirel, D. Ugur $anll ve Seyfullah Demirkaya' ya le~ekkUr ederim. 
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