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iZDUSUM MATRISINDEKI DEGISIMLERIN ARASTIRILMASI
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OZET

izdustim (hat veya projection) matrisi Slgiilerle bunlarin diizeltmeleri arasindaki baglantiy
saglar. Bu yiizden uyusumsuz 6lgilerin belirlenmesinde temel olusturur. izdiisim matrisi élgiilerin
geometrik ve stokastik yapisini yansitir. Bu yapilardaki bir de@isimin izdistim matrisini nasil
degistirdigi arastinimistir. Herhangi bir i.6l¢tintin agirh@1 Ap kadar degistirildigi zaman, izdiigiim
matrisinin bu 6lglive 6zgii kdsegen elemaninin Ap>0 ise bilyudiigi, Ap<0 ise kiiguldugu; diger
6lculerin kdsegen elemanlarinin Ap>0 ise kiglldigu, Ap<0 ise buyidigu kanitlanmigtir. Ayrica
izdlistim matrisinin bir 6lgliye 6zgli kdsegen elemanin yaklasik sifir yapilmasi igin bu 6lgiiniin
agirhginin yaklasik sifir yapilmasi gerektigi ve dolayisiyla izdisiim matrisinin bir 6lgliye 6zgi
stitununun yaklasik sifir oldugu gosterilmistir. Bdylece M-Kestirimin En Kligik Kareler Yontemi ile
yinelemeli ¢dziiminde olgilerin agirhklarinin degistiriimesinin nedeni agiklanmaktadir. Ayrica
Olgli kiimesindeki bir noktanin koordinatlarindaki herhangi bir degismenin izdisim matrisi
tizerindeki etkileri arastinlmistir. Sonug¢ olarak izdlisiim matrisinin, 6zellikle kosegen
elemanlarinin, dlgtlerin agirliklarina badl olarak degistirilebilecegi gésterilmistir.

ABSTRACT

Projection - prediction or hat - matrix connects outliers with their residuals. Therefore, it is
a basis for the determination of outliers. Projection matrix reflects geometric or stochastic structure
of observations. How any change in these structures affects the projection matrix is studied. When
the weight of any ith observation is changed to an amount Ap, the diagonal element of projection
matrix connected with this element, if Ap > 0, becomes larger, or if Ap < 0 diagonal element
becomes smaller. On the other hand, diagonal elements of the remaining observations, if Ap > 0,
become smaller, and if Ap < 0 diagonal elements become larger. All above statements have
been proved in this paper. In addition, in order to be able to make any one diagonal element of the
projection matrix approximately zero, the necessity of making the weight of this observation
approximattely zero and that the column elements of thé projection matrix relevant to this
observation become zero have been shown. Thus, why the weights of the observations are
changed in the solution of M-Estimation with iterative least squares method is described.
Moreover, the effects of any variation of the coordinates of a point in a sample on projection
matrix have been studied. Finally, it has been shown that the projection matrix - especially the
diagonal elements - can be changed by means of the weights of the observations.

1. GIRris

Olgiiler arasinda birden fazla uyusumsuz 6l¢ii olmasi durumunda, bunlarin saptanmasinda
sorunlar ¢gtkmaktadir. Olgiilerin dederlendiriimesinde kullanilan yontemlerin giivenirli§ini 6lgmek
icin Robust (Saglam) istatistikte kirima noktasi (breakdown point) kavrami ortaya atilmistir
(Hampel vd.1986). Bu, kullanilan ydntem kag¢ tane uyusumsuzu belirleyebilir, daha do§rusu
uyusumsuzlarin iyi (uyumiu) dlgiilere orani en gok yiizde kag olabilir, anlamina gelir. Ornegin En
Kiiglik Kareler Yonteminin (EKKY) kirnima noktasi 1/n (n olgli sayist) dir (Rousseeuw ve
Leroy,1987). Pratik olarak buradan EKKY nin uyusumsuzlara karsi direnci sifirdir denebilir. Bu
ylzden ORobust Istatistik'te kinlma noktasi daha yiiksek yeni yéntemler gelistirilmis ve
gelistiriimektedir (Rey,1983; Hampel vd. 1986; Rousseeuw ve Leroy,1987; Staudte ve Sheather,
1990). Robust istatistikte uyusumsuz olglilere iliskin dizeltmelerin buytikligu temel bir rol
oynamaktadir. Bu yaklasim dogrudur, fakat burada tasarim matrisinden (6lgtilerin geometrisinden)
kaynaklanan geometrik etki g6z éniine alinmamaktadir. iste bu geometrik etki dogrudan izdisiim
matrisine ve dolayisiyla diuzeltmelere de yansir. Bu yiizden izdiisim matrisinin yapisinin ve
Ozelliklerinin arastinimasi 6nem kazanmaktadir.



Robust M-Kestirimine gore bilinmeyenier buiunurken, EKKY' ndeki normal denkieinlere
karsilik gelen, dogrusal olmayan bir denklem takimt ortaya gikar. Bu denklem takimi, Dpir agirhik
fonksiyonu segilerek yineiemeli (iteratif) ve yeniden agirhklandirmali EKKY iie ¢bziilir (Ayhan ve
Aksoy, 1991; Yagayan, 1992; Xu, 1993; Hekimo§lu vd.1983). Ama bu ¢ozim y&nternlerinden
yalnizca biridir. Yinelemeli ¢oziim uygulanirken her yineleme asamasinda bagiangigtaki oigulerin
adirliklan, secilen adirlik fonksiyonuna bagli olarak dizeltmelerin mutlak biyukligine gére
yeniden belirlenir ve EKKY uygulanirken bu agirliklar kullaniir. Dolayisiyla agirhiklar  her
asamada degistiinden buna bagii olarak hesaplanacak izdlisim matrisi de degisir.

Ote yandan izdisim matrisinin kdsegen elemanlari odlgliler arasindaki geometrik ve
stokastik iliskiler nedeniyle birbirine esit oimazlar. Eder 6lciler esit agirhkh  iken Oigiler
arasindaki geometrik ve stokastik iligkilerin izdistim matrisi (H) lGzerindeki etkileri esit olsayd,
izdustum matrisinin késegen elemanlari ( h;; ) birbirine esit olurdu :

hii = u/n, i= 1,2, o n

Burada n 0lgl, u bilinmeyen sayisidir. Buna denkiestiriimis (balanced) durum (Huber,1981;
Kampmann, 1994) veya eskaidiragh tasanim (Staudte ve Sheather, 1990) denir. Olgiilerin
agihklan esit ise, herbir dlglintin hy 'sinin u/n 'den olan (h; - u/n) sapmasinin kaynagi, olgilerin
geometrik yapisidir. Eger olgiiler esit agiriikh degilse, bu sapmanin diger bir kaynagi da olgilerin
stokastik yapisidir, yani agiriiklandir. Bu durumu olusturmak i¢in Kampmann (1994) P agiriik
maitrisinin degistiriimesini 6nermektedir. Daha agik oiarak adirlik matrisi 6yie degistirilsin ki
izdlisim matrisinin elemanlari birbirine esit, yani h; = u/n, olsun.

Ote yandan &rnek kiimede bazi noktalar, 6l¢ii hatalar yada baska nedenierden dolays
6lgtlerin biyik goduniugunun bulundudu nokta kiimesinden ayrn digsebilmektedir. Bu noktalara
kaldirag (leverage) noktalari denir ve genellikle uyusumsuz Oigilerdir. Aynica olgilen bazi
noktalarin konumiari bazi nedenlerden (6rnegin gesitli nedenlerle olusan deformasyoniar) dolayi
zaman iginde dedismektedir. Ozetle bazi nedenierden dolay élgiierin gecrnetrisinde degisikiikier
olabilmektedir. iste 6lgulerin geometrik durumunda bir dedisim olduundan bu degisim izdisim
matrisine de yansir.

Bu yazida olglilerin gerek stokastik (agulik matrisindeki) ve gerekse geomeirik
yapisindaki degisimlerin izdisim matrisinde, 6zeliikle kosegen elemanlari izerinde ne gibi
dedisimlere kaynaklik ettifi, ve M-Kestiriminde uyusumsuzian tanirken neden agiritklarin
degistirildi§i arastirlacaktir.

2. izpUisUM MATRiSI

Robust istatistik kaynakiarinda ingilizce " hat matrix " olarak adiandiriian izdigim matrisi
H, A tasarim matrisini gostermek lzere

H= A (ATA)1AT (2.1a)

olarak tanimlanir (Hoaglin ve Welsch, 1978; Huber, 1981; Rousseeuw ve Leroy, 1987; Staudte ve
Sheather, 1990). Bazi kaynakiarda " projection matrix" ( Meissl, 1982; Chatterjee ve Hadi, 1988)
veya "prediction matrix” (Chatterjee ve Hadi, 1988) olarak adlandirilir. P agiriik matrisi gozéniine
alinirsa H izdiisiim matrisi daha genel olarak verilebilir (Kampmann, 1994).

H= A (ATPA)1ATP (2.1b)

Dengelenmig olgller (1), dlgiler (1), duzeltmeler (v) ile, varyans-kovaryans matrisi (cov () veya
£) ve birim agirhigin varyansi o2 ile gosterilirse;
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=HI, 2.2)

v=l-1=-(-H)I, (2.3)
Sr=cov (1) = 02y HP, (2.4)
ve X, =cov(v)=o2(-H)P! (2.5)

yazilabilir. (I - H); = r; ksegen terimleri Jeodezi'de redundans olarak adlandirilir ve jeodezik

aglann i¢ ve dis giivenirliklerinin tanimi bunlara dayanilarak yapilir (Forstner, 1979; Ayan, 1981;
Niemeier, 1985; Muller, 1986; Demirel, 1987; Oztiirk, 1987). (2.3) esitligi daha agik olarak
yazilirsa:

n
Vi=(1‘hﬁ) I"" Zh" gl, |¢! ,i=1,2, ey N (26)

=1
elde edilir. Buradan goriildugi gibi, bir v; diizeltmesi yalnizca |; 'deki degil, diger tim 6l¢ilerdeki
Glgl hatalanindan ve eder varsa kaba hatalardan etkilenir. Buna EKKY 'nin yayma etkisi denir.
EKKY' nin asii zayif yani hudur. Ideal durumda 6rnegin i. 6lgii kaba hatali ise buna karsilik gelen
h; elemani sifira, yani (1-h;) 1'e, dide: digiilerin toplam etkisi (2 hi)» !j) sifira yaklasmalidir.
Boylece kaba hatal 6lglinin diizeltmesi dogrudan ve yalnizca bu kaba hatadan etkilensin ve bu
kaba hata bagka dlgiileri bozmasin.

3. 1izpiigiiMm MATRISININ OZELLIKLERI

Izdiisim matrisinin  (2.1a) bilinen 6zellikleri, robust regresyon analizinde cesitli
kaynaklarda (Hoaglin ve Welsch, 1978; Huber, 1981; Rousseeuw ve Leroy, 1987; Staudte ve
Sheather, 1990) ve jeodezi' de (Meissl, 1982) stz edilmesine karsin 6zellikle Chatterjee ve Hadi
(1988) 'nin kitabinda ayr bir béliim olarak en genis bigimde ele alinmistir. Bu son kaynakta toplam
13 6zellikten, burada yalnizca bu yazinin konusu ¢ergevesinde, bunlardan bazilan kisaltilarak ve
kanittanmadan verilecektir:
a. H matrisi simetrik ve idempatent bir matristir, yani

H=HT , HH=H2=H (3.1)
veya hy = || Hi[l2=hy2+ hy2+ .+ hZ+ . +h2 . (3.2

Aynica bu 6zellikten yararlanarak

™M=
=
il

i. satir, (3.3)
=1
n
E hl] =1 s J s{itun (34)
i=1
ve R
h, = L hy M. i,j=123,..,n (3.5)
k=1
yazilabilir.

b. H matrisinin izi ve rangi , u bilinmeyen sayisi olmak lzere



n

iz(H)= X h;=u = rank (H) (3.6)
i=1
iz(I-H)=n-u 3.7)
n n
2 X h2 o=u (3.8)
i=1 j=1

ve ortalama kaldirag

1 n u
— (Z hy)=

i=1 n

(3.9)

olarak verilir.

¢. H matrisi tekil (singular) oimayan dogrusal déniustimlere karsi de§ismez. B tekil olmayan bir
kare matris ve X bilinmeyenler vektorii olmak iizere

C=B'X ve W=AB ise, (3.10)
I+Vv=AX=WC (3.11)
yazilabilir. Bu durumda
Hy = W (WT W)t WT =H (3.12)
olur.

Eger olgiilerin dayandidi koordinat sistemi yerine baska bir koordinat sistemi segilirse H
matrisi degismez. Bu nedenle H matrisi koordinat sisteminin secimine (yani datuma) bagh degildir.

d. izdisiim matrisinin tiim kdsegen elemanlar

0< h<1, i=1,2,...,n, (3.13)
ve diger elemanlan

-05 < h; <05, i=j, i=1,2,..,n, j=1,2,..,n, (3.14)
degerlerini alirlar.
e. (1) Bir olgi silindigi, ya da 6lgl sayisi bir azaltildigi zaman, izdlisiim matrisinin késegen

elemanlari biyur.
(2) Olgii sayisi bir artirihirsa izdlisim matrisinin késegen elemanlar kigaldr.

4. OLCULERIN AGIRLIK MATRISI GOZONUNE ALINARAK iZDUSUM MATRISININ BAZI
OZELLiKLERININ YENIDEN GOZDEN GEGiRiLMESI

Regresyon analizinde O6lgliler genel olarak esit agirlikh olarak kabul edilir. Halbuki
Jeodezi'de farkh buytklikler birlikte EKKY ile deJerlendirilirken olgiiler genellikle esit agiriikli



olarak alinmaz. Bu nedenle bu bélimde o6zellikle 3. e Olgulerin agirliklarinin farkli olmasi
durumunda ayrintili olarak yeniden ele alinacaktir.

a. (2.1b)' nin bir pargasi olan A (ATPA) -1 AT matrisi simetrik olmasina karsin, bunun P agirik
matrisiyle garpimindan olusan izdisim matrisi simetrik degildir. Bu nedenle &rnedin (3.4) ve
(3.14) o6zellikleri bu durumda gegerli olmaz. Buradan izdiigim matrisinin genel olarak idempotent,
fakat simetrik olmadi§i s6ylenebilir. Bu sorun diizeltme denklemleri tiirdeslestirilerek
(homojenlestirilerek) asilabilir (Wolf, 1968), yani tim yeni adirliklar esit yapilabilir.

b. Bir 6l silindigi, ya da 6lgii sayisi bir azaltildi§i zaman, izdisiim matrisinin kosegen elemanlari
blydr.
Olgii sayist n (n>u) oldufu durumda izdiigiim matrisi H, tasarim matrisi A, ve agirhik

matrisi P ve i. 6l¢i silindi§i durumda izdistim matrisi geriye kalan (n-1) 6lgi igin H', agirlik matrisi
P' ve tasarim matrisi A' olsun. Bunlar arasindaki iligkiler sdyle verilebilir:

A PO
A=laTl,P={0 p|. AT =[ATa). 4.1

H=A ATPAY'ATP , H' = A" (ATPA)'ATP 4.2)
Buradan

ATPA = ATP'A' +apaT 4.3

ATP'A'= ATPA -apaT (4.4

yazilabilir. H ile H' matrisi arasinda bir iligki kurmak igin Gauss (1821) un asagidaki matris
ozdesliginden yararlanilir:

(D +BTC)"' = D' - D-'BT (1 + CD-'BT)! CD! (4.5)

Burada D uxu boyutlu,simetrik, diizenli bir matris, B ve C ise qxu boyutlu ve ranklar q olan
matrislerdir (Staudte ve Steather, 1990). Bu 6zdeslik, (4.4) igin

D = ATPA, BT =-a, C = p;a;T alinarak uygulanirsa
(ATPA) ! = (ATPAY" + (ATPA)a; (1- p;aT (ATPA)1a)1p; a;T (ATPA)"!
veya
(ATP'A)Y 1 = (ATPA) ' { 1+ a; (1- p;aT (ATPA) a) 1 p; 3T (ATPA)-1}
elde edilir. Burada

hi = piaT (ATPA)" g (4.6)
kisaltmasiyla

(ATPA)! a;p; a,T(ATPA)!
(ATP'AY 1= (ATPA) " + .7
1-hy

ve ayrica (4.5) 6zdesligi (4.3) igin uygulanirsa



(ATP'AY 1 2, p 8T (ATP'A)!
(ATPAY 1= (ATPAY - 4.8)
1+t

t = P aT (ATPAY! g (4.8a)
yazilabilir (Chatteriee ve Hadi, 1988; Staudte ve Sheather, 1990) .

H ile H' matrisi arasinda bir baglanti, (4-1) ve (4.8), (4.2)' de yerine konur ve (4.6)
g6zoniine alinarsa kurulabilir:

A (ATPAY apaT(ATPAYIATE A (ATPAY- ang
H - —
1+ 4 T+
H= (4.9)
t; aTATPAYTATP! aTATPA) ap,
aT(ATPAYTATP - —_—
14y 1+4 3

Bu matrisin birinci satirinin ilk elemaninin ilk terimindeki H' matrisi ve ikinci terim  (n-1)x(n-1),
birinci satinin ikinci elemant ve ikinci satirdaki her iki eleman da tek boyutlu, yani tim olarak bu
matris nxn bcyutludur. Bu matrisin birinci satinnin itk elemaninda

8 = aT(ATPAYTAT, BT = A" (ATP'A) g
kisaltmalarnyla
A (ATPAY TapaT(ATPAYIAT = BTpB = pBTB (4.10)

elde edilir. BTB bir karesel bigimdir, dolavisiyla késegen terimleri artidir. Adirliklar arti olduguna
gore, H ile H' matrisinin ilk (n-1) kdsegen terimleri arasinda su iliski gegerlidir :

i=1.2,...01, i

Buna gore, n (n > u) elemanh 6lgii kiimesinden bir 6i¢ii silindigi zaman izdiistim matrisinin
kisegen elemaniar, Onceki n olgliniin H izdisim matrisinin kdsegen elemanlarina goére
biiyliyecektir, yani redundanslar (her olgiiniin kismi sebestlik derecesi) kigilecektir. Ornek
kiimeden atiian herhangi bir dlciiniin diger 6lgiilerin h; 'leri tzerindeki etkileri (4.9)' dan bulunabilir.

Ayni bicimde, n élciiden herhangi birinin diger 6lcilerin h;; 'leri (izerindeki etkileri hesapianabilir.

Simdiye dedin herhangi bir 6lginiin, difer &lgllerin hy 'leri Gzerindeki etkileri ele alindi.
Ayni kural birden fazla élclinin, diGer dlgilerin h; ' leri Gizerindeki etkilerini bulmada da gecerlidir.

Qmeg’;in n (n > u) sayida &lgl olsun. Herhangi k sayida &l¢iliyd, n-k > u olacak bigimde ele alalim.
Once n-K olgiiniin izdisliim matrisi H', daha sonrg tim dlgilerin izdisiim matrisi H bulunur. Bu
durumda (4.1)' den (4.10)' a kadar ¢ikariimis olan tiim esitlikler gegerlidir; fakat aiT vektori yerine

kxu boyutunda bir matris ve p; yerine kxk boyutunda bir matris ver almahdir.

c. Olgii savist bir artinlirsa izdiisiim matrisinin késegen elemanlan kiigiiliir.



Ashinda olgli sayisint bir artirmak demek, A tasarim matrisine yeni bir satir eklemek
demektir. Bu ya yeniden bir 6lgi daha yapilarak ya da var olan bir 6l¢iinin dizeltme
denklemlerine bir kez daha eklenerek elde edilir. Olgii sayisi n (n>u) iken izdiisiim matrisi H (n x
n), tasarim matrisi A (n x u), agirhk matrisi P(n x n); digl sayisi bir artinldiginda izdisim matrisi
H'(n+1 x n+1), tasarim matrisi A'(n+1 x u), agirhk matrisi P'(n+1 x n+1) olsun. Bunlar arasindaki
iliskiler (4.1)' e benzer olarak soyle verilebilir:

A PO
A=la, T ,P=[0p,| , AT =[ATa,]. (4.11)

Ayrica (4.3)' e benzer olarak

ATPA' = ATPA +a_.p., 2,7 (4.12)
veya

ATPA = ATP'A' -a_,.p.,.a.,7 (4.13)
yazilabilir.

Bir 6nceki sikta yapilan islemler burada da i indisi yerine n+1 indisi konarak yinelenebilir.
H' ile H matrisleri arasinda (4.9)' a benzer bir iligki verilebilir. Bu durumda H' matrisinin birinci
satininin ilk elemanindaki H matrisi ve ikinci terim nxn, birinci satinin ikinci elemani ve ikinci
satirdaki her iki eleman da tek boyutlu, yani tiim olarak bu matris (n+1)x(n+1) boyutludur. Bu
matrisin birinci satinndaki ilk elemanda

E=a, TATPA)IAT, ET= A" (ATPAYa_,
kisaltmalariyla
A ATPAY S P, 8, T(ATPAYIAT=ETp E=p ETE (4.14)

elde edilir. ETE bir karesel bigimdir, dolayisiyla kdsegen terimleri artidir. Agiriiklar art: olduguna
gore, H' ile H matrisinin ilk n kdsegen terimleri arasinda su iliski gecerlidir :
h

< hy, i=1,2,....n

i i v

Bu sonuca gére, n (n > u) sayida 6lcii kiimesine yeni bir 6i¢ii eklenince, hesaplanan H'
izdiislim matrisinin kdsegen terimleri, 6nceki n &l¢linin H matrisinin késegen elemanlarina gére
kiiglilecektir, yani redundanslar biiyliyecektir. (4.9)' a benzer olarak olusturulan esitlikten 6rnek
kimeye yeni katilar herhangi bir élgiiniin digerlerinin h; Gzerindeki etkileri bulunabilir.

Son iki dzellik istatistikte tek bir 6zellik olarak verilir . Bilinmeyen sayisi (u) degismez ise,
n 8¢l sayisi artarsa izdusim matrisinin ksegen elemaniar biiviimez (Chatterjee ve Hadi, 1988).

5. BIR OLCUNUN AGIRLIGI DEGIiSINCE izpUSUM MATRISININ DEGiSimi

Olgiilerin adirhiklari  farkli olsun. Herhangi bir élgiiniin adirhg degistirildigi zaman
izdiisim matrisinin tepkilerini arastirmak igin iki ayn yol izlenebilir.

a. Birinci Yaklagim: Herhangibir 6lciinin (i. olcii) adirhgr Ap (p'; = p; + Ap, p'; > 0) kadar
arttinlsin veya azaltilsin. Bu durumda izdisim matrisi H olsun. Bu i. 6l¢l ¢ikanidiktan sonraki
geriye kalan (n-1) 6lgliye 6zgi izdiisim matrisi H' olsun. Eger Ap > 0 ise hjj < h'ﬂ- ve Ap <0 ise
hu > hvu olur.



4.0’ de yapildigi gibi, adirh@ Ap kadar degisen i.olgii, diger dlgiilerden ¢ikarlarak (4.1) ‘e
benzer bigimde

A P 0
aTl ,P={0 pj| , AT=[ATa] (5.1)

yazilabilir. Burada A', i. dlgtinin olmadidi, yani geriye kalan (n-1) 6lgiiye ait tasarim matrisi, P'
yine bu olgiilere ait agirlik matrisi, A tim olgllere ait tasarim matrisi, P bunlara ait agirlik matrisi,
p', i. Blgliniin degistirilen yeni agirhgi, a7 ise i. dlglintin tasarim matrisindeki i. satir vektoridir. H
izdiisim matrisi igin (4.9)' a benzer bir matris yazilabilir. Bu matriste (4.9)' daki p; yerine p)
gelir. Bu matrisin ilk satinnin ilk elemanindaki ikinci terimin karesel bicimde oldugu (4.10)
gbzéniine alinarak asag@idaki gibi kolayca gésterilebilir :

A=

BTp, BP'
" (5.2)
1+hj

Bunagére p; = p; iken h; =h' olacadindan (5.2) ifadesi p; > p; igin kiigiilecek,
p'y < p; igin blylyecektir. Dolayisiyla

eger pj >p; ,yani Ap>0ise, hy<hy  j=12 .n-1
i#j

eder p' < p; ,yani Ap<0 ise, hy>hy  j=12, .01

yazilabilir. Adirhd: degistirilen 6lgliye 6zgl izdusim matrisinin kdsegen elemaninda nasil bir
deg@isme olur ? Bunu inceleyelim. Eger j=i ise, (4.9)' dan

aT(ATPAY 1ap)
hi = hpp = (5.3)
1+ pjaT (ATPA)Y! g

yazilabilir. Burada p; = p; iken h; =h"; olacaktir. Daima aT(ATP'A)'a; > 0 oldugundan,
(5.3) ifadesi p' >p; icin biyliyecek, p < p; igin kigilecektir. Dolayisiyla bir dlglinin
agirhgr buydttliirse izdisim matrisindeki ilgili késegen eleman bilylyecek; kigiltilirse ilgili
kosegen eleman kiiglilecektir. Ayrica p'; =0, yani Ap=-p; ise, hem (5.3) ifadesi, hem de
(4.9)' a benzer olarak yazilacak H matrisinin n. situnundaki tim elemanlar p'; icerdiklerinden
hepsi sifir olur.

Eger bir olgiuntin etkisi azaltilmak isteniyorsa bunun agirhgini kigiltmek,  etkisi
kaldiriimak isteniyorsa agirhgini sifir yapmak yeterli olur. Boylece M-Kestirimde ortaya gikan
dogrusal olmayan denklem sisteminin EKKY ile yinelemeli olarak ¢tzlimiinde olgiilerin yalanci
agirhklarinin  diizeltmelere goére neden degistirildiji anlagiimaktadir. Ozellikle diizeltmesi
digerlerine gore oldukga biyik olan 6lcilerin adirliklan kugdltilerek bunlarin diger diizeltmelerin
tizerindeki bozucu etkisi (EKKY' nin yayilma etkisi) azaltiimakta; hatta bunlarin agirliklan sifira
goétiiriilerek bozucu etkileri kaldinimaktadir. Daha da 6nemlisi agirhiklan kiigtilen Slgilerin - hy ' leri
de kiigtilmekte; hatta agirliklan sifira giden 6lgtilerin h;; ' leri de sifira gitmektedir. Dolayisiyla (1 -
hy) 1'e giderken kaba hata, bunu igeren 6l¢liniin diizeltmesine dogrudan ve kiigilmeden yansir.

Boylece kaba hatalar yerellestirilerek aranan parametre ve diizeltmeler robust olarak kestirilebilir.

(5.2) esitligi, herhangi bir k. dlgliye 6zgli izdisim matrisinin kdgsegen elemani igin
asagidaki gibi



aATP'A) 1apaT(ATPAY1a,Tp,

Py -
1+hj

yazilabilir. Burada i. 6lgtniin agirhd: p; Ap kadar yani p'; = p; + Ap, degisti§i zaman, tim h'ﬁ ler hem
Ap ye hem de diger 6lcilerin i. di¢liye uzakhiina, yani dlgiilerin geometrisine bagl olarak degistigi,
acikca gorilmektedir.

Eder birden fazla (6rnegin k tane) olguntin adirliklar degistirilirse, bu alt béliimde verilen
esitlikler gegerlidir. Bu durumda aT vektorii yerine kxu boyutunda bir matris, ve p;' yerine kxk
boyutunda bir matris yer almalidir.

b. ikinci Yaklagim: Ornek kiimede a§irliklari farkli n 6lgii ve bunlarin H ( n > u olmak
kosuluyla) izdiisiim matrisinin kdsegen elemanlan h; olsun. Herhangi bir i. 6I¢i icin p; agirh§ Ap
kadar, yani p', = p; + Ap degistidinde, izdiigiim matrisi H' niin késegen elemanlan h'; olsun.
Boylece yeni P' matrisi ile de§ismeden dnceki P matrisi arasinda

P'=P + AP, P =diag (pq, Py, -, Pjs ---» Pp), AP =diag (0,0,..., 0,Ap,0,...,0,0) (5.4)
yazilabilir. Bu durumda A tasarim matrisindeki i. 6lgiiye 6zgii a;T satin sanki agirh§i Ap olan ayri

ek bir dlgi gibi dustiniillirse, yeni durumda A' tasanim matrisi ve agirlik matrisi P" (n+1)x(n+1)
boyutlu olur ve (4.1) ile (4.3)' e benzer olarak

A PO
A= [aﬁ], P"=[O A;:J , AT=[AT a]

ATP"A'= ATPA +a;ApaT (5.5)
ve ayrica
ATP'A= ATPA + ATAP A (5.6)
yazilabilir.

Bir élgliye 6zgu agirhgin (p';) ikiye ayrnhp ( p; , Ap) tasanim matrisinde ilgili i. satirin iki kez
(bir kez p; ile, bir kez Ap ile) yazilmasi, normal denklemlerde sonucu degistirmeyeceginden

AvTPuAl - ATPVA (57)
ve dolayisiyla
ATAPA = a;Ap a7 (5.8)

yazilabilir. Buradan izdisim matrisine 6zgi 4. Bolimde belirtilen 6zellikler gecgerli oldugu
sonucuna varilir ve kolayhkla

eder Ap > Qise ; h'; < hy, =1.2,....,n
ejerAp<O0ise; hjy>hy i#j (5.9

yazilabilir.



c. Uygulama: AJirhk degisiminin olgiilerin geometrisine bagh olmasini bir érnek vererek daha
yakindan géstermek igin, basit regresyon (u=2), veya basit dogrusal GAUSS-MARKOV modeli

alinmistir:
yj=a+hx+g i=123,..,0n

Burada v, 6lgiiler ya da tepki dediskeni, a ve b bilinmeyenler , x; tagiyici dedisken (burada hatasiz
kabul edilecektir), ; ~ N{u = 0, 6 normal dagilmis 6l¢li hatalaridir. A tasarim matrisi

111...1
AT =
X1X2 X3 Ce Xn
ve agirlik matrisi
P = diag (py.pp------,Pp)

olsun. Izdistim matrisinin késegen terimleri igin

h; = pay/payda

n n1 n
pay= p{Zp (- x) 2}, payda=X X pp(xx02 (5.10a)
k=1 1 keje
veva
of P (% - Xort)?
h; = + (5.10b)
n n
2 p 2 p (% - xo?
i=1 =1
n n

xot = Lopx /o
=1 =1

elde edilir.

$imdi herhangi bir digtinin (y,) adirhdini (py), Ap kadar (p', = py + Ap) degistirelim. Bu
yeni durumda yeni izdlisim matrisinin kdsegen terimleri icin

pay + p; Ap (X - X)?
= (5.11)
n

payda + p;Ap (x;-x)2 + ap { Z p; (X ,')2}
=1

j#K

yazilabilir. (5.9) esitsizliklerinin burada da gegerli oidugu kolayca gorilebilir. Bu son esitlikten
qorildig gibi, herhangi bir K. dlgliye ait p,, Ap kadar degistirilirse, tim h'; 'ler hem Ap' ye hemde
diger olgilerin k. 6lgliye uzakli§ina, yani 6lgtilerin geometrisine bagh olarak degismektedir. Eger
i=k ise yani ag:riigi degisen 6l¢u igin (5.11) esitligi

— 10—



n
pay + ap { X p; (x-x)%}
=
hy = (5.12)
payda + ap { Z p, (x)2}
=1

bigimine donusir. Buradan

eger Ap>0ise; hY >h; i=1,2,...,n
egerap<0ise; hYy < h; (5.13)
yazilabilir.

6. BIR OLGUNUN KONUM DEGISIMININ IzDUSUM MATRISINE ETKisi

Regresyon analizi 56z konusu olsun. Ornek kiimede n 6lgii  gifti (x;.y;) vardir. Herhangi bir
noktanin (i. noktanin) x; degerinde Ax kadar bir degisim (x; = x; + Ax) olsun. Bu degisimin
izdlisim matrisinde yarattigi etkiler iki ayri yolla arastinlabilir.

a. Birinci Yaklagim: Bu i.0l¢i alimip tasarum matrisinin en sonuna getirilsin ve diger
Giguler bir satir kaydiriisin. Bu durumda izdisim matrisi H' olsun. Tasanim matrisinin i. oigl
disinda kalan (n-1) olglye ait izdiigiim matrisi ise H oisun. Bu iki izduglim matrisinin kosegen
terimleri arasinda

hy< by, =12, .01

geceriidir. Herhangibir i. noktanin konumunda kayma olmasi durumunda, tasarim matrisinde bu
noktaya 6zgi satir (aiT) , diger satirlardan ayrilarak (5.1)' e bezer bigcimde yazilabilir:

;’A} [P 0
A= LaiT , P=10 p

Burada aiT, i. noktanin kaymis (x; = x; + Ax) degiskenini veya buniarn bir fonksiyonunu igerir. A
ise geriye kalan noktaiara 0zgi tasanim matrisidir. H' izdisim matrisi igin (5.2)' ye benzer bir
matris yazilabilir. Bu matrisin birinci satirindaki birinci terimin ikinci pargasinin karesel bigimde
oldudu, (4.10) 'a benzer olarak

. AT= [AT ai] . 6.1

C = a[(ATP'AYIAT, CT = A (ATPA) 13
olmak lzere,
CTpCP
(S P— (6.2)
1+h5

seklinde kolayca gosterilebilir. Genel olarak CTpiC‘ nin bir karesel bigim olmasi ve agirlikiarin arti
olmasi dolayisiyla

hy<hj. =12, .01 (6.3)

— 11 —



yazilabilir.

Bu sonug, yapisi daha karmasik olan Gauss-Markov modelinde de gegerlidir. Ancak bu
durumda bir noktanin koordinatlarinda degisme varsa (X = x; + Ax, y; = y; + Ay), tasanm
matrisinde bu noktayla baglantisi olan tim olgilerle ilgili satirlar ayn bir grupmus gibi
distnilmelidir. Bu durumda (5.1)' deki a7 artik bir matrise déniisiir ve (6.3) yine gegerlidir. Bu

esitsizlikte H', koordinat kaymasi durumundaki tiim 6lgilerin izdlisim matrisi, H ise koordinatlan
degisen i. nokta ile ilgili 6lgtilerin bulunmadi@i, yani tasarim matrisinde i. 6l¢liniin koordinatlarinin
yer almadigi, geriye kalan tiim odlgiilere 6zgi izdiistim matrisidir.

b. ikinci Yaklagim : Degisme olmadigi durumda hesaplanan izdiisim matrisi H olsun.
Herhangi bir noktanin (k. noktanin) x 'inde Ax kadar bir degisme (X' = x, + Ax) olmasi durumdaki

izdiisim matrisi H' olsun. Bu iki izdiisim matrisinin kdsegen terimleri arasinda
T >0 ise s h'ii < hii
T <0 ise; h‘ii > hii

iligkileri gegerlidir. T ifadesi asagdida verilecektir.

Geometrik etkiyi daha iyi gorebilmek igin olgilerin adirhiklanini esit, yani p;=p,=...=p,=1
alalim. Bu durumda h;; igin (5.10)" a benzer olarak

n
T (xx)?
pay =1 veya 1 (X = Xort?
h; = = = + i=1,2,...n (6.4)
payda n1 n n n
X X gx)? (% = Xor?

=1 1=+ i=

s

-

n

Xt = X X /n
=1

yazilabilir (Chatterjee ve Hadi, 1988). Ote yandan h'jj icin de (5.11)" e benzer olarak (i=k)

pay + 2AX (X - X)) + Ax2

hy =
n
payda + 2Ax (X - X)) + AX2 + 2AX X (%~ x) + (n-2)Ax2 (6.5)
=1
i
veya
1 (X = Xon)?
h.ii = e 4 (66)
n n
Z (X, - X'O,t)z * To
=



Xog =Xot + AX /N, Tpg= AXZ* 2x,AX - 2 AX Xy
yazilabilir. (6.5) esitliginin paydasinda en sagdaki ifadeyi T, yani
n
T=axT, T=2Z(xcx)+(n-2) A
b
ile gosterelim. Buradan

T>0 ise; hy< h;
T<0 ise; h%> hy

yazilabilir. T > 0 igin ;

2n

Ax>0 ise, T'>0 igin AX> - —— (X - Xopt)
n-2
2n

Ax<0 ise, T'<0 igin AX< -—— (X~ Xon)
n-2

6.7)

(6.8)

(6.9)

olmalidir. (6.5) esitliginden, herhangi bir noktadaki Ax degisiminin (hatasinin) diger 6lgtilerin h;
degerleri Gizerine nasil etki yaptigi agik olarak gériilmektedir. Bu etki, dider noktalarin bu noktaya
olan uzakhidina (x,-x;) ve Ax in biiyiikligine badh olarak degismektedir. Kisaca noktalarin

tasarimina yani geometrisine bagl olur.

EgJer kaldirag noktasinda (k = i) ise kdsegen eleman sdyle bulunur:

pay +T+Ax2 veya 1 (% - Xo? +To

% = = +
payda + T + Ax2 n n

Z (x5 - X?* To

Buradan
T+ AX2 >0 ise N h'ii > hii' i=1,2,....,n
T+ sz <0 ise N h'ii < hii'

yazilabilir.

7. SONUG

(6.10)

6.11)

lzdisim matrisi dizeltmelerle olgliler arasindaki dogrudan iligkiyi verir. Bu nedenle
uyusumsuz 6lgiilerin belirlenmesinde temel bir rol oynar. Olgiiller EKKY ile dederlendirilirken,
uyusumsuz olan i. 6lgliniin kaba hatasinin diger olgilerin ‘diizeltmelerine yayilmamasi igin, h;

dederinin oldukga kiigiik , yani redundansi ( r; =1-h;;)' nin 1' e yakin ve ayni zamanda diger
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Sigiierin toplam etsinin Z hij k) kiglk yaca sifir  oimast istenir. Boylece kaba nata, iigili
olglinin duzeitmesine dogrugan (kdglineden) yansisin, yani kaba nata yereliestiriimig oisun. Bu
baglamda H izadsim matrisi blyik dnem tasii. izdisim matrisinin pilinen Chatterjee ve Hadi
(1988) tarafindan ayrintili oiarak veriien 13 Ozetiik, bu yazida olgller farkli adirhkta olmalan
durumunda yeniden gozden gegciriimis ve &zellikle dlgilerin agirliklarinin degistirilmesi durumu
arasunilrmistir.

Olgilerin farkh agirhkta olmasi gururnunda, n 6lginin pulundugu 6l kimesine, bir 6lgi
dana ekiendigi ( yani 6i¢l sayisi ri+1 olgugu), ya da bir 6i¢l bir kez daha yer aidi§i zaman, yeni
olugan izdiisim matrisinin kosegen eiemantarinin (h,,,,., disinda) kiguldiguy; tersine oigiilerden
birinin (i. dlclndn) siindidi, yani oigl sayist (n-1) oidudu zaman olusan yeni izdldsiim matrisinin
kosegen elemanlarinin (b disinda) blyddaga gordimastir.

Bir oigi kimesinde hernangi bir oiglinin agidr Ap kaaar degisirse, yeni izdigtim
mairisinin hem Ap' ye hem de dider olguierin adiridi degisen Olgliye uzakhigina, yani olgilerin
gecmetrisine ba@ii oiarak degistidi; daha dodrusu Ap > 0 ise, yeni izdisim matrisinin kosegen
elemanlarinin kesinlikie kicuidugi, Ap < 0 ise buyddiugu kamtlanrmistir. Agirhdr dedisen olgunin
agirhd blytiitrse izdistim matrisindexi ilgili kosegen eleman buylyecek; kugultilirse ilgili

kdsegen eleman kigllecektir. Ayrica p; =0, yani  Ap = - p; yapilirsa, H matrisinin i.
slitunundaki tim elernaniar  p' igerdiklerinden hepsi de sifir olurlar. Bu 6nemli bir 6zelliktir. M-
Kestiriminde pir uyusumsuz oiglinun saf disi birakilmastnt  acikiar. Kaba hatali i. 6lginin

aguwhginin sitira gotarilmesi tle  tum h,  deGerieri sifira gotiraimas  olur. Béylece bu lginin
diger olciilerin duzeitmeleri ve kestirilen parametreier dzernndeki bozucu etki kaidirdmis olur.
Boyiece oiguierin agirlikian  degistirildigi zaman yeni olusan izdisum matrisinin kdsegen
elemaniarinin nasi degisti§i gosteriimistir.

Eder bir diglinun etkisi azaltiimak isteniyorsa bunun agwhdini kiglitmek,  etkisi
kaldinimak isteniyorsa agirigini sifir yapmak yeterii olur. Boylece M-Kestirimde ortaya c¢ikan
dogrusal olmayan denkiem sisteminin EKKY iie yinelemeli olarak ¢ézimuinde olgllerin yalanci
agirhkianimin  duzeitmelere gore neden dedistinildi§i  anlagiimaktadir.  Ozellikle duzeltmesi
digerlerine gore oldukga biiylik olan dictlerin adirliklan kugdltilerek buniarin diger dizeltmelerin
lizerindeki bozucu etkisi (EKKY' nin yayiima etkisi) azaltiimakta, hatta buniarin agitklan sifira
gotirilerek bezucu etkileri kaldinimaktadir. Daha da onemlisi agirliklan kiigilen oigilerin - h; ' leri
de kiglimekte, hatta agiriikian sifira giden olgiilerin hy; ' leri de sifira gitmektedir. Dolayisiyla (1-
h; ) 1' e giderken kaba hata, bunu igeren Slgiinin diizeltmesine dogrudan ve kiglilmeden yansir.
Boylece kaba nhatalar yerellestirilerek aranan paraimetre ve diizeltmeier robust oiarak kestirilebilir.

Basit regresyon modeli ele alinarak; herhangi bir noktanin x 'i Ax kadar degisirse, yani bu
nokta kaldirag noktasi ise, bu durumda yeni izdiislim matrisinin tim kdsegen elemanlarinin Ax 'e
ve diJer noktaiarin kaidirag noktasina oitan uzakligina, yani nokta kiimesinin geometrisine bagl
olarak degistigi gosterilmistir. Dolayisiyia, genei olarak 6igii kiimesinde bulunan noktaiann birisinin
(i. noktanin) koordinatiarindaki bir dedisme (x', = x; + ax, y'; = y; + Ay), bu noktayla hicbir baglantisi
oimayan olgliiere 6zgili izdlisim matrisinin kosegen eiemaniarini kigultiir. Dolayisiyla olgllerin
geometrisinde bir degisim oldugu zaman, buna bagh olarak yeni olusan izdisirn matrisinin
kdsegen elemaniarinin nasii degistigi gosteriimistir.

Sonug olarak 6igllerin baslangigtaki agiritkiar diizenli bir bigimde degistirildigi zaman,
bulunan izdliisim matrisinin kosegen elemaniarinin da diizenli bir bicimde degistidi gorilmustir.

Tesekkdiir: Yardim ve uyariiarindan dolayi sayin Surkay Akbarov, Emin Ayhan, H. Hiseyin
Demirel, D. Ugur Sanii ve Seyfullah Demirkaya' ya tesekkir ederim.
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