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OZET

Bu c¢alismada, klasik dengeleme modelindeki
katsayilar matrisinin de rasgele hatali terimlerden
olusmasi durumunda kullanilan “Errors-in-Variables
(EIV)” modeli ve bunun agirlkli toplam en kiglik
kareler (WTLS) ¢bzimii incelenmektedir. WTLS
¢6zimli igin jeodezi literatiiriinde gegen (¢ yéntem ve
bunlara iliskin iteratif algoritmalar irdelenmektedir. Ele
alinan bir 2-boyutlu Afin dénlisiim probleminde elde
edilen sonuglar karsilastiriimaktadir. Sayisal uygulama
sonuglarina gére her li¢ algoritmanin 6zdes hiz ve
dogrulukta calistigi gézlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Afin Dénidsim, EIV Modeli,
Toplam En Kiigiik Kareler, Agirlikli Toplam En Kiigiik
Kareler, Algoritma

ABSTRACT

”

In this study, “Errors-in-Variables (EIV model)
considered when the design matrix of classical
adjustment model includes the terms with random
errors and its Weighted Total Least-Squares (WTLS)
solution are investigated. Three WTLS solution
methods given in the geodetic literature and their
iterative-algorithms are examined. They are compared
in a 2D Affine coordinate transformation example.
According to the numerical results of the example, it is
observed that the three algorithms have equivalent
accuracy and convergence rate.

Key Words: Affine Transformation, EIV Model, Total
Least-Squares, Weighted Total Least-Squares,
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1. GIRIS

Klasik dengeleme modeli, fonksiyonel model
ve stokastik modelden olusur. Dengeleyici
polinom, benzerlik dénisimu, Afin déndsimi ve
Uc¢ boyutlu kartezyen dik koordinat dontsimu gibi
problemlerde fonksiyonel modeli olusturan
katsayillar matrisi rasgele hatali terimlerden
olusabilir. Bu nedenle s6z konusu problemler igin
olusturulan fonksiyonel modelde yalnizca olgller
degil katsayilar da rasgele hatalarla yukltu olabilir.
Bu durumda kestirim iglemi aligildik dengeleme
yontemleriyle gerceklestirilemez. Bu amagla,

dengelemede “genel en kuguUk kareler yontemi”
adi verilen bir iteratif ¢dzim onerilir (Ghilani ve
Wolf, 2006). Ancak, Neitzel ve Petrovic (2008) ve
Neitzel (2010)’da da belirtildigi Uzere, jeodezide
¢ok yaygin olmayan bu genel en kiglik kareler
yontemi eksik bir dogrusallastirma islemine
dayanir. Dogru ¢6zim icin sz konusu problem,
“katsayilarin da rasgele hatal oldugu dengeleme
modeli (Errors-in-Variables/EIV model)” altinda
disunulmeli ve ¢dzim “toplam en kuguk kareler
(Total Least-Squares/TLS)” adi verilen yontem ile
gercgeklestiriimelidir (Golub ve van Loan, 1980).

TLS ¢6zUml, modelde gegen tiim hatalarin
karelerinin toplaminin, modelin fonksiyonel kismi
icin  6ngortlmis denkligi  koruyacak sekilde
minimum yapilmasina dayanir (Carroll ve
Ruppert, 1996; van Huffel, 2004; Gillard, 2010).
TLS'nin temelleri 1800’lG  yillarin  sonlarinda
Adcock ve Kummel'in yaptigi ¢alismalara dayanir
(Paris, 2004; Gillard, 2010). Adcock, “A problem
in least squares” adli calismasinda, ele almis
oldugu regresyon (dengeleyici dogru)
probleminde x ve y koordinatlarinin her ikisinin de
hatali olmasi durumunda en uygun ¢ézimun 6lgu
noktalarinin dengeleyici dogruya dik
uzakliklarinin karelerinin toplaminin - minimum
yapilmasi ile elde edilecegini ifade etmistir (Paris
2004; Gillard, 2010). Buradan elde edilen ve
ortogonal regresyon adi verilen yontem aslinda
TLS’nin regresyon analizindeki ¢ézimuyle 6zdes
sonuglar Uretmektedir.

TLS ¢6ziminde olgllere ve katsayilar
matrisine iliskin kofaktér matrisi g6z o6nine
alinmaz. Bu nedenle, TLS’nin jeodezik
problemlerde uygulanabilmesi icin Schaffrin ve
Wieser (2008) “agirlikh TLS (Weighted TLS
/WTLS)” adi verilen bir ¢6zimu 6énermektedir. Bu
¢6ziimde modelde gegen hatalarin-TLS’den farkli
olarak-agirlikh karelerinin toplaminin - minimum
yapiimasi hedeflenir. S6z konusu c¢alismadan
sonra EIV model jeodezide yodun bir ilgiye yol
acmistir: Neitzel ve Petrovic (2008) ve Neitzel
(2010), yukarida s6zli edilen genel en kiglik
kareler yonteminin de dayandigi bir dogrusal
olmayan Gauss-Helmert modelin uygun bigimde
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¢6zuldiginde elde edilen sonuglarin WTLS
¢6zimiyle 6zdes oldugunu belirtmis, Schaffrin ve
Snow (2010), Lu (2012), Snow (2012) ve Fang
(2011; 2013) bu ¢6zime iliskin daha detayl
bilgileri vermistir. Schaffrin ve Felus (2008),
koordinat doéntsiminde cok degiskenli
(multivariate) TLS ydntemini dnermis, Schaffrin
ve Uzun (2012), WTLS ¢dziminde Baarda’'nin
guvenilirlik teorisini incelemis, yine Snow (2012),
EIV modelin stokastik kisminda gegen agirlik
katsayilari matrislerinin tekil olmalari durumunda
WTLS ¢dzimindn nasil gergeklestirilecegdini
irdelemistir. Yani sira, Shen vd. (2011) ve Xu vd.
(2012), WTLS ¢6zUminin stokastik 6zelliklerini
ve bias kavramini inceleyerek varyans
kestiriminde “bias-dlzeltmesi” konusuna
deginmiglerdir.

Literatirde gecen WTLS ¢6zim ydéntemleri,
Schaffrin ve Wieser (2008)de verilen hedef
fonksiyonuna dayanir. Bu ydntemler, problemin
yapisi geregi, iteratif ¢ézimlerdir ve sdz konusu
hedef fonksiyonunun farkli bicimlerde ele
alinmasiyla elde edilmiglerdir. Fang (2011) ve
Snow (2012) s6z konusu yontemleri jeodezi
problemlerinde detayli olarak incelemistir. Snow
(2012) doktora calismasi incelendiginde ilk
yontemin, Schaffrin vd. (2012)'de “genellestiriimis
normal denklemler’ olarak adlandirilan yapiya
dayandigi gériltr. Mahboub (2012) tarafindan
verilen yéntem de aslinda bu yéntemin farkl bir
sekilde olusturulmus halidir. Yine Snow (2012)’'de
ifade edilen ikinci yontem, Amiri-Simkooei ve
Jazaeri (2012) tarafindan 6nerilen WTLS yontemi
ile 6zdestir. Amiri-Simkooei ve Jazaeri (2012) bu
yontemi standart en klglk kareler yontemiyle
Ozdeslestirmektedir. Bununla birlikte, Shen vd.
(2011), Schaffrin ve Wieser (2008) tarafindan
verilen hedef fonksiyonunu bir Gauss-Newton
iteratif algoritmasi igerisinde farkl bir sekilde ele
almis ve kendi yodntemlerini gelistirmislerdir.
Ancak bu yoéntemin esitlikleri incelendiginde
aslinda Snow (2012) ve Amiri-Simkooei ve
Jazaeri (2012) tarafindan verilen yontemle ayni
oldugu gorilur. Yani sira, Tong vd. (2011), yine
Schaffrin ve Wieser (2008)’in galismasindan yola
cikarak,  gelistirilmis-WTLS  ¢6zimd  adini
verdikleri  bir yontem  gelistirmiglerdir. Bu
yontemin esitlikleri incelendiginde diger WTLS
¢6zim yontemlerinden farkli oldugu
gorulmektedir. Bu nedenle s6z konusu yéntem bu
calismada ayri bir ydntem olarak irdelenecektir.
Calismanin ikinci béliminde dengeleme modeli
ve en kiclik Kkareler ¢6zimine Kkisaca
deginilmekte, Gg¢lincl bolimde WTLS ¢6zimu ve
ele alinan U¢ algoritma incelenmektedir.
Dordincli bolimde WTLS’nin  Afin  dondsimi
problemine uyarlanmasi agiklanmakta, son

boélimde ise bir Afin donisimi uygulamasi ele
alinmaktadir.

2. EN KUGUK KARELER ¢OzUMU

y, (nx1) dlgller vektdérl; A, (nxu) katsayilar
matrisi (rankA=u); B, (ux1) bilinmeyenler vektoru;
o’ (bilinmeyen) varyans bilegeni; Q, ve C, (nxn)
Olgulerin kofaktdr matrisi ve kovaryans matrisi
olmak Uzere, dlguler vektérinin beklenen degeri
(E(y)) ve kovaryans matrisi ile yazilan agagidaki

modele Gauss-Markoff modeli denir (Koch,
1999):
E()=AB , Cyj=c’Q (1)

Olglilerin normal dagilmis rasgele hatalarla
yUkli oldugu varsayilsin. Bu hatalar e, rasgele
hata vektoéri ile gosterilsin;

e,~N(0, C,=5°Q,) 2
Bdylece model (1) asagidaki bigimde ifade edilir:
y-&=AB , C/oQ, ©)
(3) modeli dengeleme modeli olarak adlandirilir.
(1) veya (3) modelinin ¢o6zilebilmesi yani

bilinmeyenler vektdrd B’nin kestirimi icin beklenen
degere sadik en uygun kestirim, maksimum

likelihood ve en kiglk kareler yontemleri
uygulanabilir. Uygulamadaki kolayliklari
nedeniyle, dengeleme hesabinda en kiglk

kareler yontemi tercih edilir. En kiglk kareler
yontemi,

Q= e;Q;ley (4)

karesel bigimini minimum yapan B vektorinin
bulunmasina dayanir. Bu amagla,
o0 _aeyQy'ey)

P % 0 ®)

esitligi  dasundlir. Dengeleme  hesabindan
bilindigi Uzere, buradan normal denklemler ¢ikar;

(ATQJ'A)B-ATQly =0 (6)
Normal denklemlerin ¢6zimuiinden, bilinmeyenler

vektorliniin kestirim degeri f asagidaki bigimde
elde edilir:

B=(ATQ,'A)*ATQ}ly @)
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Bdylece, 6lgu hatalarinin kestirim degeri

éy = Aﬁ -y, 8
bilinmeyen varyans bilegseni o”nin yansiz
kestiricisi
~ —1a
62 _ ey y ey (9)
n-u

ve bilinmeyenlerin kovaryans matrisi

Cy=6%(ATQy'A) ™ (10)

bulunur.

3.__A€5IR_I__IKLI TOPLAM EN KUGUK KARELER
cozumu

a. Genel Bakig

Dengeleyici polinom, benzerlik donisimu ve
Afin dénlsimU gibi uygulamalarin (3) modeli
biciminde yazilan dengeleme modelindeki A
katsayilar matrisi de rasgele hatali degerlerden
(rasgele degiskenlerden) olusabilir. Ornegin, (xi;
Y1),---,(Xn; Yn) NOkta ciftleri kullanilarak dengeleme
hesabi ve regresyon analizinde oldukga iyi bilinen
“y=a+bx” bicimindeki bir dengeleyici dogrunun
belirlenmesi problemini ele alalim. Dengeleme
modeli

Y1 ey, 1 x4

. X . |(a 2

o = (bJ , C=o"Qy (11)
Yn ey 1 x,)=2
—_— n —_— ﬁ

y e A

biciminde olusturulur. Bu modelde yalnizca y’lerin
rasgele hatali oldugu dusunulmektedir. Ancak,
gercekte x’ler de él¢ulmus ve dolayisiyla rasgele
hatali degerler olabilir. ylerdekinden bagdimsiz
oldugu varsayilan bu hatalari ey,...,ex seklinde
gOsterelim ve bir nx1 boyutlu e, vektori altinda
toplayalim;

e~N(0, C=5"Q,) (12)
Bu durumda (11) dengeleme modeline iliskin A

katsayilar matrisi yerine, X’lerin hatalarini da géz
onune alan

1 x;—e, 1 Xxg 0 ey
: : =1 =i i |=A-E, (13)
1 x,—e, 1 x, 0 e,
—
A En
yapisi disunllmelidir. Burada E,, nxu boyutlu

hata matrisi olarak adlandirilir. (12) ve (13)
esitlikleri (11) modelinde g6z 6nlne alinirsa,

2! ey, 1 xg 0 ey a

B =( : - )(bJ,
yn ey 1 Xn o ex ——
y ey Ea

C,=6°Q, , C,=6°Q, Ve C,=0 (14)

cikar.

Yukarida Xx'lerin kofaktér matrisi Qy, ve
kovaryans matrisi C, dustnulmustir. Problemin
daha uygun c¢ozllebilmesi icin A katsayilar
matrisinin vektor bigimini ifade eden nux1 boyutlu
vec(A)Ynin (Ek-A) nuxnu boyutlu Q. kofaktor
matrisini ve CA=02QA kovaryans matrisini ele
alalim. Bu amagla E, hata matrisinin vektor
bicimini asagidaki gibi yazalim:

0
0 e, 0
ep=vec(Ep)=vec(| : : |)= =(O”exj=_“
0 e, ©x nex
ey,
0
[ “JeX:Jex (15)
In
Burada, 0, nxn boyutlu sifir matrisi; I,, nxn

boyutlu birim matristir. (15) esitligine kofaktor
yayllma kurall uygulanarak

Qa=JQ,J" (16)
bulunur. Béylece, (14) modeli

A= _ _ 2 Qy 0
y-&=(A-E,)B , C=o [ 0 QAJ (17)

biciminde yazilir. Katsayilarin da rasgele hatali
oldugu bu dengeleme modeli, istatistikte EIV
(Errors-in-Variables) model olarak adlandirilir.
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‘y=a+bx” bicimindeki dengeleyici dogru
probleminde hem y hem de x degiskenlerinin
hatali olmasi durumu ilk kez Adcock tarafindan
1800’10 yillarin sonunda ele alinmigtir. Adcock,
s6z konusu problemi, &lgi  noktalarinin
dengeleyici dogruya dik uzakliklarinin karelerinin
toplaminin minimum yapilmasi olarak
tanimlamistir  (Paris, 2004; Gillard, 2010).
istatistikte hem y hem de x’lerin hatali ancak esit
agirhkli oldugu dengeleyici dogru problemine bu
nedenle ortogonal regresyon veya EIV
regresyonu denilmektedir (Carroll ve Ruppert,
1996; van Huffel, 2004). (17) modelinde Q, ve Qa
birim matris olarak ele alinirsa,

y-&=(A-Ex)B . Czcz(l OJ (18)

0o |

modeli elde edilir. Bu modelin ortogonal
regresyon ¢6zimu ile a sifir eki ve b egimi soyle
bulunur (van Huffel 2004);

2 2
5_ sw—sxxi\/(sw—sxx) +4sy a—y-bx
2s,

(19)

burada, s, ve s, , deneysel varyanslar ve s, ,
deneysel kovaryanstir;

Su=T X 0K L 5y =T X 6-9)

sxy=%2(x—xxy—7), (7=%zx ; y=%2y)

Gunimuzde (18) modelinin ¢ézimu, “toplam
en kiglk Kkareler (Total Least-Squares/TLS)”
¢o6zimi olarak adlandirihr.  TLS problemi
asagidaki bicimde tanimlanir (van Huffel, 2004):

eje, +exe, —>min.

{y—e,=(A —E, )P kosulu altinda (20)
(20) probleminin ¢d6zim icin asagidaki Lagrange
fonksiyonu dustndlir:

eje, +epep +24T(y—e, —(A-E,)B)

y€y (21)

Burada A, nx1 boyutlu Lagrange carpanlari
bilinmeyenleri  vektériadir.  (21) Lagrange
fonksiyonunun ¢6zimu ile TLS ¢dzimine

ulagilir. Bu TLS ¢6zimi, problem dengeleyici

dogru problemi ise, (19) ile verilen ortogonal
regresyon ¢ozimine denk olur.

b. WTLS Gozumii
Schaffrin ve Wieser (2008), olct agirhiklarinin

farkli oldugu (17) EIV modelinin ¢6zUm{ igin
“agirlikh TLS (Weighted TLS /WTLS)” ¢6zUimunU

vermektedir. WTLS problemi sOyle
tanimlanmaktadir;

e;Qy'e, +epQxle, —min,

{y-e,=(A—-E,)B kosulu altinda (22)

Bu optimizasyon probleminin ¢ézimu icin (20)'de
verilen Lagrange fonksiyonuna benzer asagidaki
hedef fonksiyonu duistniltr;

_ TAH-1 TA-1
p=eyQye, +e,Quen +...

2T (y—ey, —(A-En)B) (23)

(23) esitliginde E,B carpimi bir vektorddr. Bir

vektore vec operatoriin uygulanmasi ile sonug
degismeyecegdi icin ve Koch (1999; s. 41)de
verilen

vec(MNL)=(L"®M)vec(N) (24)

Ozelligi nedeniyle E, B carpimi asagidaki bigimde
ifade edilebilir;

EAB =InEzB =vec(l,E B )=(B'®l)vec(En)=...
..(B®l)ea (25)

Burada, ®, Kronecker carpimidir (Ek-B). (25)
esitligi (23)’'de disunulirse,

_ TA-1 TAH-1
p=eyQ e, +e,Quen +...

2T (y—e, —AB—(B'®l)en) (26)

elde edilir. WTLS problemi icin jeodezide
gelistirilen yontemler (26) hedef fonksiyonunun
farkl bicimlerdeki ¢ozimleriyle elde edilmistir.
Bunlardan (¢l asagida ele alinmaktadir.

c. WTLS Co6zim Algoritmasi-1

(26) fonksiyonunun e, e,, B ve A’ya gore
kismi turevleri alinir, bulunan sonuglarin devrikleri
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sifira esitlenerek 2'ye bollnirse ¢dzim igin
gerekli Euler kondisyon denklemleri bulunur
(Schaffrin and Wieser, 2008; Snow, 2012; Fang,
2011):

%:leéy ~f=0 (272)
% =Qér+(B®IAL=0 (27b)
a%*; —_ATR+EJA =0 (27¢)
a%"T=y_éy_AB+([§T®|n)éA=o (27d)

(27a) ve (27b)yden é,6 ve €, hata vektor
kestirimleri elde edilir;

y =QyA

D

(28)

& =—QaAB®I,)A (29)

(28) ve (29) esitlikleri (27d)’'de yerine yazilir ve
dizenlenirse,

y-AB=QA+B" ®1,)Q\B®I,)A (30)
cikar. Burada,

Q=Q, +(B" ®1,)QB®1,) (31)
denirse, (30) esitliginden

L =Qr"(y - AB) (32)

bulunur. Diger yandan, (27c) esitliginde gecen
EAA carpimi ux1 boyutlu bir vektérdir: (25)
esitligine benzer bigcimde,

EXA =vec(l,ELR )=vec(ATEAl,)=(L®AT) &, (33)
yazilir ve (27c) esitliginde dusunilirse,
ATR=(1,047)é, (34)

elde edilir. Bu esitlikte €,’nin (29)'daki esiti géz
onune alinirsa,

ATR=—(1®LT)Q (B ®I,)A (35)

bulunur. Burada, “(I,®A" )" terimi disindaki & ’lar
yerine (32) esitligi yazilip,

Ri=(.®A") QB ® Q1Y) (36)
denirse,
ATQMy —AB)=—Ri(y - AB) (37)

elde edilir. Bu esitlik yeniden dizenlenirse, sonug
olarak,

(ATQ"A +R,A)B=(ATQ* +Ry)y (38)

genellestirimis  normal  denklemler  bulunur

(Schaffrin vd., 2012).

(38) normal denklemleri dogrudan ¢ézilemez.
Bilinmeyenlerin hesabi igin iteratif bir ¢6zim
yontemi dustnilir: Oncelikle B igin uygun bir
yaklasik deger segilir. Bunun icin (3) yapisindaki
dengeleme modeli ilgili problem icin olusturulur
ve en kuguk Kkareler yodnteminden bulunan
bilinmeyenler vektérl yaklasik deger olarak alinir.
ik iterasyonda bu yaklasik deger kullanilarak (38)
bicimindeki normal denklemlere ulasilir ve bunun
¢6zimuinden de B’nin kestirim degeri elde edilir.
Bu kestirim degeri bir sonraki iterasyonda yeni
yaklasik deger olarak atanir ve ilk iterasyondaki
islemler tekrarlanir. iterasyon islemi kestirim
degeri degismeyene kadar surdirulir. Boylece
WTLS ¢6zUmi elde edilir. S6z konusu iteratif
¢6zime iligkin algoritma Tablo 1’de verilmektedir.

Tablo 1. WTLS Co6zim Algoritmasi-1

Adim 1:
ﬁ =(ATQ;1A)‘1 ATley kestirimini bul. Bunu

yaklasik deger olarak ata; Bo=p .

i=1, 2,... igin tekrarla:
Adim 2:
Asagidakileri hesapla;

Q1 =Qy +BL1®1)QAB1®1y)

A =Qii(y —ABiy)

RL=(Ll®A] ) QaBi1 ® Q1Y)

Bi = (ATQUIA +R1A) (ATQy +Ry)y
Adim 3:

t=max(| ; —Bi_1 |) degerini 6nceden belirlenmis

kiiglik bir ¢ hata sinir degeri ile karsilastir:
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1) w>eise, B, = P; ile yeni iterasyona geg.

2) 1< ise, iterasyonu durdur.

¢. WTLS Coézium Algoritmasi-2
(32) esitliginden

QA=y-Ap (39)

ctkar. Snow (2012)’de gdsterildigi gibi, bu esitligin
her iki yanina -E,B eklenir ve yeniden

duzenlenirse,
le +(A - EA )ﬁ =y- EAB (40)

bulunur. (40) esitligi ve (27c)den elde edilen
(A-E,)"A =0 esitigi birlikte dusinilerek
asagidaki normal denklem sistemine ulasilir:

Q. A-E, |4 _ y —EnB
(A-E,)" 0 B 0

Bu denklemlerde A bilinmeyeni elimine edilirse,

(A_EA)TQl_l(A_éA)ﬁ =

(41)

(A=En)" Q. (Y —EaB) (42)

bulunur. (38) normal denklemlerinde oldugu gibi
bu denklemlerin de her iki tarafi bilinmeyenleri
icerdiginden iteratif ¢6zim gerekir. Co6zim
algoritmasi Tablo 2’de veriimektedir. Burada
farkh olarak ¢6zim icin hem B hem de E, igin
yaklasik degere ihtiya¢ vardir: B icin ilk yaklasik
deger bir 6nceki ¢ézimde oldugu gibi en kiguk
kareler ¢ozumunden alinir, dideri icin de sifir
matrisi 6ngoralir.

d. WTLS Co6ziim Algoritmasi-3

Diger yandan, Tong vd. (2011), problemin
¢bziiminde (35) esitliginin yalniz solundaki %
icin (32) ile verilen X =Qi'(y—AB) esitligini
disindr:

ATQ My - AB)=...

= (1, ®AT)QAB ®1,)A =-R,Q4A
RlQl

(43)

Buradan asagidaki normal denklemler elde edilir:

(ATQ*A)P = (ATQ{'y +R,QA) (44)

Bu denklemler, (38) esitligi ile verilen
genellestiriimis normal denklemlerden farkhdir.
Dolayisiyla farkli bir ¢6zim yontemi olarak
karsimiza cikar. lteratif ¢6zim islemleri Tablo
3’de verilmektedir.

Tablo 2. WTLS C6zum Algoritmasi-2

Adim 1.
1) ﬁ:(ATleA)_lATley kestirimini bul. Bunu

yaklasik deger olarak ata; Bo=p .

2) Hata matrisinin ilk yaklasik degeri icin sifir
matrisi 6ngor; Ea 0=0.

i=1, 2,... igin tekrarla:
Adim 2:
Asagidakileri hesapla;

Qi =Qy +Bl1®1,)QaBi1 1)

Ai=(A-Epj1) , Yi=Y-EpjiBia

B =(ATQI"A) AT QLY
A= Q]_,il(yi -AB) éni=—-QaBi ®I)Ai
Eaj =invecé,; (Ek-A)

Adim 3:

t=max(| ; —Bi_1 |) degerini dnceden belirlenmis

kiclk bir ¢ hata sinir degeri ile karsilastir:

L)w>e ise, Bi=P; ve E;=Epjile yeni
iterasyona geg.

2) 1i<e ise, iterasyonu durdur.

Tablo 3. WTLS Co6zim Algoritmasi-3

Adim 1:
B=(ATQ,'A) " ATQ,'y kestirimini bul. Bunu

yaklasik deger olarak ata; Bo=p .

i=1, 2,... igin tekrarla:
Adim 2:
Asagidakileri hesapla;

Qi =Qy +(BL1 ®1h)QA B ® 1)

Ai = Qi (Y —ABi1) Ru=(l®A] ) Qa(Bi1 ® Q1Y)
Bi = (ATQMA) HATQLY +Ry;Quky)

Adim 3:

t=max(| B; —Bi_1|) degerini 6nceden belirlenmis

kiiclk bir ¢ hata sinir degeri ile karsilastir:
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1) v>¢ ise, B; = B; ile yeni iterasyona geg.

2) 1i<e ise, iterasyonu durdur.

e. WTLS Goézimii Sonrasinda Varyans
Bilegsen Kestirimi

iteratif islem sonucunda m. iterasyonda
bilinmeyenler vektérinin WTLS ¢6zimi elde
edilmis olsun:
B = ﬁm (45)

Bu ¢6zim kullanilarak, (28), (29), (31) ve (32)
esitliklerinden hata vektorleri kestirilir:

&, =Q,Q:'(y-Ap) (46)

éa = -QaB®1,)Qr'(y ~Af) (47)

Schaffrin ve Wieser (2008)'e gore bilinmeyen
varyans bileseni kestirimi

ATA-1a ATA-1a
52 _ eyQy ey +€,Q4€n

n—-u

(48)

dir. Ancak bu kestirici yansiz degildir. Shen vd.
(2011) ve Xu vd. (2012) s6z konusu problemi,
ilgili varyans bilesen kestirimine “bias-diizeltmesi”
getirerek ¢ozmektedirler. Ancak bu galismalarda
s6z konusu bias-dizeltmesi oldukga kuiglktir ve
bircok c¢alismada (48) ile verilen bilesen,
kestirimlerin standart sapmalarinin tespiti icin
kullaniimaktadir (Snow, 2012; Amiri-Simkooei ve
Jazaeri, 2012).

Sonugcta, dizeltiimis katsayilar matrisi
A=A-E, (49)

olmak Uzere, bilinmeyenlerin agirlk katsayilari
matrisi

Qp =(ATQ"A)™ (50)
ve kovaryans matrisi
Cy =6*(ATQr'A)™ (51)

elde edilir (Amiri-Simkooei ve Jazaeri, 2012).

4. AFIN DONUSUMDE WTLS ¢OZUMU

XY (hedef) dik koordinat sistemi ile xy
(baslangi¢) dik koordinat sistemi arasinda Afin
doénisim esitlikleri asagidaki gibi tanimlansin:
X=t+kix—kzy ve Y=t+kgy+kax (52)

Burada, t, ilgili koordinat eksenindeki otelemeyi;
Kh terimler ise diger Afin dondsimi
parametrelerini gdstermektedir.

Her iki sistemde p>3 adet eslenik nokta
koordinatlari ve bunlarin kovaryans matrisleri

y=[X1 Y1 .. % YT, C=6°Q,
X=[X1 Y1 .. Xp yp]T , C,=6"Q,

ile ifade edilirse, (17) EIV modelinin fonksiyonel
kismi

X4 ey 10 x3, -y; 0 O
Y, ey 01 0 0 x4 vy
Sl = -
Xp ey 10x, -y, 0 O
Yo ey, 01 O 0 Xp Y
E,—/
y ey A
t
0O 0e - 0 O X
00 0 0 e e, tky
' (53)
00e -e 0 O k2
00 O 0 e e 8
p P k
£ N7
. B
ve stokastik kismi
0 0
o R (54)
0 QA 0 ‘JQX‘J

biciminde olusturulur. nuxn=8px2p boyutlu J
matrisi, e, hata vektérini es=vec(E,) hata

vektoriine donastarir:

0 0 e, -e 0 0
00 O 0O e e
ea=vec( : )=...
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0,e, 0, o .
0. e 0 Oncelikle yalniz hedef sistemi (XY)
n=x n koordinatlari  hataliymig gibi ele alinarak
Diex |_|P1ly 36 (55) dengeleme hesabinda bilinen yoldan ételemeler
Dye, | D, X T ve diger donlsim parametreleri hesaplanmistir.
D.e D Tablo 5de “En Kuigik Kareler” sitununda
37x 3 gosterilen  bu  kestiim  degerleri  WTLS
D,ey D, algoritmalari igin gereken ilk yaklasik degerler
olarak alinmistir. Daha sonra bir énceki bolimde
Burada, D;, ki bilinmeyen  doénisuim verilen agiklamalara uygun olarak ilgili EIV model
parametresine iliskin nxn=2px2p boyutlu bir olusturulmustur. Bu modelde ki sistemin

permuitasyon matrisidir:

D=IL,@K;  (=1,2,3,4) (56)

2x2 boyutlu K matrisleri ise asagidaki bicimde

olusturulur:

(57)

Boylece (53) ve (54) esitliklerine gére EIV modeli
olusturulur ve bir énceki bélimde verilen WTLS
¢bzim  algoritmalarindan  biri  kullanilarak
bilinmeyenler ve her iki koordinat sistemindeki
koordinat hatalari kestirilir.

5. SAYISAL UYGULAMA

Sayisal uygulama icin koordinatlari Demirel
(2009)da verilen 6 noktali bir Afin dontsimu
problemi distnulmustir. Koordinatlar ve bunlarin
probleme sonradan eklenen agirliklar Tablo 4'de
veriimektedir.

Tablo 4. Hedef ve baslangi¢ sistemi koordinatlar
ve agirliklari

koordinat kofaktdr matrisleri Q, ve Q, (58),
koordinatlarin Tablo 4’de verilen agdirliklarindan

Qy:Py-l y Py:diag(PXl PYl--- Pxe PYG)

Q=P , P,=diag(Pxx Pyi... Py Pye) (58)

seklinde bulunmustur. WTLS algoritmalarinda
iterasyonlarin yakinsamalarinin kontroll icin hata
sinir degeri ¢, 10 alinmistir. Her (¢ algoritma
da 3. iterasyonda saniyelik bir hesap zamaninda
sonuca yakinsamis ve uginden de ayni sonuglar
elde edilmistir. Parametre kestirim degerleri
Tablo 5'de, her iki koordinat sisteminin hata
kestirimleri ise Tablo 6’da verilmigtir.

Tablo 5. En kigik kareler ve WTLS ile elde
edilen parametre kestirim degerleri

Kestirim Degeri

Parametre —

En Kiglk Kareler WTLS
tx (M) 4539017,4190 4539017,4352
ty (m) 421692,5469 421692,6166
k1 0,011647225402 0,011651721608
k2 -1,000003341129 -0,999998393604
ks -0,999994105682 -0,999985855098
Ka 0,011640379341 0,011637345558

HEDEF SISTEM
i Xi (m) Yi (m) Pxi(m?) Pyi(m?d
1 4527754,612 434244,302 1,0 2,0
2 4529097,150 432427,995 5,0 2,0
3  4537389,003 434023,394 10,0 1,0
4  4533316,751 429750,773 5,0 2,0
5 4534306,216 426390,182 4,0 0,5
6 4530615,243 427898,173 4,0 10,5
BASLANGIC SISTEMi
i Xi (M) yi (M) Pu (m?) Py (m?)
1 -12681,216 -11115,112 30,0 10,0
2 -10849,480 -9793,890 40 20,0
3 -12348,250 -1484,610 50,0 1,6
4 -8123,500 -5605,860 50,0 2,4
5 -4751,710 -4655,920 1,3 3,2
6 -6302,628 -8328,789 1,4 36,0

En kigik kareler ve WTLS c¢ozimleri
sonucunda elde edilen 6telemeler arasinda 1,6

ve 7 cm gibi farklar gozlenmektedir. Diger
yandan,

Ay =KZ+K3, 2, = Jk2+k2 ) (59)
seklindeki Olgek carpanlarini (59)
disundigumuzde her ki ¢dzim arasinda

yaklasik 5-8 ppm’lik bir 6lgek degisimi oldugu
gorilmektedir. Boylesi bir fark iki sistem
koordinatlari arasinda her 1 km'’de cm
mertebesinde belirsizlige neden olur.

Yani sira, her iki ¢dzimden elde edilen
varyans bilesen kestirimleri soyledir;
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En kiiciik kareler; 6°=0.035266586611,
WTLS - 32=0.012475937055

(10) ve (51) esitliklerine goére elde edilen
parametre standart sapma de@erleri Tablo 7’de
verilmektedir. Buradan WTLS ¢6ziminin daha
kigUk standart sapmali sonuglar Uretmis oldugu
gorulmektedir.

Tablo 6. WTLS sonucunda nokta koordinatlarinin
hata kestirim degerleri

HEDEF SISTEM

&, (M)

éyi (m)

|

1 0,026335508456 -0,000806861723
2 0,003436019968 0,017848736300
3 0,007442742336 -0,021129326562
4 -0,058543186243 0,009588529509
5 0,026284431411 0,076344315872
6 0,017408793482 -0,006695584717

BASLANGIC SISTEMI

i &, (m) &, (m)

1 -0,000064018488 -0,002631668669
2 0,008874197481 -0,000879774803
3 -0,000439924706 -0,046363384075
4 0,000451748646 0,121871787890
5 0,028420448065 -0,032994306045
6 -0,050795724820 -0,001911580953

Tablo 7. En kiglk kareler ve WTLS ile elde

edilen parametre standart sapmalari

Standart Sapma

Parametre —

En Kiglk Kareler WTLS
ty (m) 0,1549 0,1215
ty (m) 0,2092 0,1670
k1 0,000012766348 0,000011320243
k2 0,000011091706 0,000011032937
ks 0,000017637742 0,000015787378
Ka 0,000020297539 0,000013057698

6. SONUG ve ONERILER

Dengeleme hesabi agisindan, EIV model,
“katsayilarin da rasgele hatali oldugu dengeleme
modeli” olarak tanimlanabilir. istatistikte daha ¢cok
regresyon analizinde Kkarsilagilan bu model,
haritacilik faaliyetlerinde benzerlik (Helmert) ve
Afin  koordinat doénisumu gibi problemlerde
onemli olmaktadir. Bilindigi Uzere eslenik nokta
koordinat sayisinin donisim parametrelerinden
fazla olmasi durumunda ¢6zim en kiglk kareler
yontemiyle gerceklestirilir. Klasik dengeleme
hesabi ile uyumlu olmasi i¢in, burada yalniz bir
sisteme iliskin koordinatlarin rasgele hatali

oldugu varsayilir. Aslinda yalniz bir sistemin
koordinatlari degil diger sistemin de koordinatlari
rasgele hatali dederlerdir. Bunun sonucu olarak
dengeleme modelinde gecgen katsayilar matrisi
rasgele degiskenlerden olusur. Bu nedenle, s6z
konusu problemlerde bilinen dengeleme ¢6zimi
yerine mutlaka EIV model ve bunun ¢6zimU yani
TLS duasundlmelidir. Dahasi, ilgili problemde
gegen rasgele degiskenlerin kofaktor bilgileri de
elimizde bulunuyorsa agirlikh TLS yani WTLS
¢6zUmu goéz 6nlne alinmalidir.

Gelistirildigi 2008 yilindan bu yana jeodezide
yogun bir ilgi géren WTLS ¢6zimu iteratif bir
¢6zimdur: Modelde gegen tim hatalarin agirlikh
karelerinin toplamini  belli bir kosul altinda
minimum yapan bilinmeyen parametreler belli bir
yaklasik degerden baslanarak iteratif olarak
kestirilir. Calismada bu amagcla gelistiriimis Ug¢
algoritma irdelenmigtir. Algoritmalar bir Afin
doénidsimd uygulamasinda denenmisgtir.
Uygulamadan su sonuglar ¢ikmaktadir: 1) Ug
algoritma hem hiz hem de dogruluk bakimindan
Ozdestir. Bir programlama dilinde yazilacak bir
program ile hizlica c¢alistinlabilir;  baska
problemlere kolayca uyarlanabilirler. 2) WTLS
¢6zim sonuglarini en kiglk kareler ¢6zim
sonuglariyla  karsilastirdigimizda, dondsim
parametrelerinin belirlenmesinde her ki
sistemdeki koordinat hatalarinin dikkate alinmasi
gerektigi goralur.

EK-A: vec ve invec operatorleri

Bir mxn boyutlu A matrisi, A=[a; a, ...a,]
seklinde, mx1 boyutlu a vektorlerinden
olusuyorsa, vec operatori
a1
vec(A)=| (A1)
a

islemini gerceklestirir.

invec operatori ise (A1)deki mnx1l boyutlu
vektérden mxn boyutlu A matrisinin elde
edilmesini yani vec operatorinin tersini ifade
eder.

EK-B: Kronecker (®) ¢arpimi
Bir mxn boyutlu A=(a;) matrisi ve pxq boyutlu B

matrisi icin asagdidaki bigimde yapilan garpima
Kronecker ¢arpimi denir:
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a;,B a,B
A®B=| (B1)
a,, B a,,B
A®B matrisi, mpxng boyutlu olur.
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